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CHƯƠNG I 

PHÉP DỜI HÌNH VÀ PHÉP ĐỒNG DẠNG TRONG MẶT PHẲNG 

—oOo— 

§ 1. PHÉP BIÉN HÌNH 

KIÈN THỨC CẦN NẮM 

Quy tắc đặt tương ứng mỗi điểm M của mặt phang với một điếm xác định duy nhất M’ của mặt 
phang đó được gọi là phép biến hình trong mặt phang. 

Ta thường kí hiệu phép biến hình là F và viết F(M) = M’ hay M’ = F(M), khi đó M’ gọi là ảnh 
của điếm M qua phép biến hình F. 

Phép biến hình biến mỗi điểm của mặt phang thành chính nó được gọi là phép đồng nhất. 

Nếu H là một hình nào đó trong mặt phẳng thì ta kí hiệu H' = F(H) là tập các điểm M’ = F{M), 
với mọi điểm M thuộc H. Khi đó ta nói F biến hình H thành H’ hay H’ là ảnh của H qua phép 
biến hình F. 

Đê chứng minh hình H’ là ảnh của hình H qua phép biên hình F, ta có thê chứng minh: Với diêm 
Mtuỳý Me H oAT = F(Af’)e H' 

Với mồi điếm M , ta xác định điểm M’ trùng với M thì ta cũng được một phép biến hình. Phép 
biến hình đó gọi là phép đồng nhất. 

§ 2. P HÉ P TỊNH TIẾN VÀ PHÉP DỜI HÌNH 

A. KIÉN THỨC CẰN NẰM 

I. Phép tỉnh tiến 

1. Đinh nghĩa phép tinh tiến 

Trong mặt phẳng cho vectơ V. Phép biến hình biến mồi điểm M thành điểm M’ sao cho 
MM ' = V được gọi là phép tịnh tiến theo vectơ V. 

Phép tịnh tiến theo vectơ V thường được kí hiệu là T . Như vậy T- ịM) = M' <=> MM' = V 

Phép tịnh tiến theo vectơ_không được gọi là phép đồng nhất. 

2. Biểu thức toa đô của phép tỉnh tiến 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho điểm M(x;y);v = ( a]b ). Gọi M' = T-(M) = (x';y'). 

Í x' = X + a , ? . , 

gọi là biêu thức toạ độ của phép tịnh tiên theo vectơ V. 

y' = y + b 

Vậndụng: M'(x';y') = M(x’,y) + v(a;b) 

3. Các tính chất của phép tinh tiến 
Phép tịnh tiến: 

Bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì; 

Biên ba diêm thăng hàng thành ba diêm thăng hàng và không làm thay đôi thứ ba diêm đó; 

Biên một đường thăng thành đường thăng song song hoặc trùng với đường thăng đã cho; 

Biến một đoạn thẳng thành đoạn thắng bằng đoạn thẳng dã cho; 

Biến một tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho; 

Biến một đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính; 

Biến góc thành góc bằng góc đã cho. 

II . Phép dời hình 

1. Đỉnh nghĩa 

Phép dời hình là một phép biến hình bảo toàn khoảng cách giữa hai điếm bất kì 

Các phép tịnh tiến, đối xứng trục, đối xứng tâm và phép quay đều là những phép dời hình 

Neu thực hiện liên tiếp hai phép dời hình, ta được một phép dời hình. 
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2. Tính chất 
Phép dời hình 

Biên ba diêm thăng hàng thành ba diêm thăng hàng và bảo toan thứ tự ba diêm ây; 

Biến đường thắng thành đường thắng, biến tia thành tia, biến đoạn thẳng thành đoạn thắng bằng 
nó; 

Biến một tam giác thành tam giác bằng đã cho, biến một góc thành góc bằng góc đã cho; 

Biến đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 

3. Tích của hai phép biến hình 

Cho hai phép biến hình F và G, giả sử M là một điếm bất kì, phép biến hình F(M) = M’ và phép 
biến hình G(M’) =M”. Khi đó phép biến hình biến điểm M thành điểm M” đươc gọi là hợp 
thành của phép F và G, kí hiệu F o G 


B. BÀI TẶP 


Bài 2.1. Cho hai đường thẳng song song a và a' . Tìm tất cả những phép tịnh tiến biến a thành a'. 

HD&Giải 

Lấy điếm A trên a thì với mồi điểm A ’ trên a ', phép tịnh tiến theo vectơ AA ' biến a thành a '. Đó là tất 
cả những phép tịnh tiến cần tìm. 

Bài 2.2. Cho hai nhen tinh tiến T và T- . Với điểm M bất kì, T biến điểm M thành M\ T biến điểm 

“ .- A A u V u V 

M ’ thành M'. Chứng tỏ rằng phép biến hình biến điểm M thành M" là một phép tịnh tiến. 

HD&Giải 

Ta có MM " = MM' + M'M" = u + v nên phép biến điểm M thành M” là phép tịnh tiến theo vecto u + v 
Bài 2.3. Cho đường tròn (ơ) và hai điểm A, B. Một điểm M thay đổi trên đường tròn (ơ). Tìm quỳ tích 
điểm M’ sao cho MB = MA + MM '. 

HD&Giải 

Ta gọi o và R là tâm và bán kính của đường tròn (ơ), Ta có 

MM ' = MB - MA = AB nên phép tịnh tiến theo vectơ AB biến 
diêm M thành M’. Điêm M chạy trên đường tròn (ơ) thì quỳ tích 
của diêm M’ là đường tròn (O ’) có tâm o ’ và bán kí nh R là ảnh 

của đường tròn (ơ) qua phép tịnh tiến theo vectơ AB . 


Bài 2.4. Cho hai điểm B và c cố định trên đường tròn (O) tâm o, điểm A di động trên đường tròn (ơ). 
Chứng minh rằng khi A di động trên đường tròn (ơ) thì trực tâm của tam giác ABC di động trên một 
đường tròn. 

HD&Giải 

Gọi H là trực tâm của tam giác ABC và M là trung điếm của BC. 

Tia OB cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC tại D. Vì 

BCD = 90° nên DCIIAH, tưoưg tự ta có ADII CH 
Do đó tứ giác ADCH là hình bình hành . Từ đó suy ra 

AH = DC = 2 OM . Ta thấy rằng OM không đổi, nên H là ảnh 

của A qua phép tịnh tiến theo vectơ 2 OM . 

Do vậy khi diêm A di động trên đường tròn (ơ) thì H di động 
trên đường tròn (ơ’) là ảnh của (ơ) qua phép tịnh tiến theo vectơ 

2ÕM . 


Bài 2.5. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho v(-2; 3) và đường thẳng d có phương trình 3x - 5y + 3 = 0 . 
Viết phương trình đường thắng d’ là ảnh của d qua phép tịnh tiến theo vectơ V. 



O' M' 

A 
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HD&Giái 

Cách L 

Gọi M(x;y)e d,M' = T (M) = (x';y '). Khi đó ị x x 2 => ị x X + 2 

b' = y + 3 b = /-3 

Ta có Meíỉo3(x’+2)-5(y’-3) + 3 = 0«3T-5y+24 = 0oM , e d' 

Vậy d':3x-5y + 24 = 0 
Cách 2. 

Lấy một điểm thuộc d, chẳng hạn M{- 1; 0). Khi đó M' = T (M) = (-3;3) thuộc d’. 

Vì d’ song song hoặc trung với d nên d’: 3x - 5y + c = 0. 

Do ATe d' nên 3(-3) - 5.3 + c = 0 suy ra c = 24. Vậy d': 3x -5y + 24 = 0 
Cách 3 . 

Ta cũng có thế lấy hai điếm phân biệt M, N trên d, tìm toạ độ các anh M\ N’ tương ứng của chúng qua 
T -. Khi đó d’ là đường thẳng M’N’ 

Bài 2.6. 

Trong mặt phang Oxy, cho đường tròn (C) có phương trình V 2 + y 2 - 2x + 4y -4 = 0. Tìm ảnh của (C) 
qua phép tịnh tiến theo vectơ v(-2;3). 

HD&Giái 

Cách L 

Phưoưg trình đường tròn (C) có tâm 7(1; -2), bán kính R = 3. Gọi 7' = 71(7) = (—1;1) và (C’) là ảnh của 

(C) qua T thì (C’) là đường tròn tâm 7’, bàn kính 7? = 3. Do đó (C’): (x + 1) 2 + (y -1) 2 =9 
Cách 2. 

Gọi 7(x; y) là tâm của đường tròn (C) và 7' = T- (7) = (x y '). Khi đó biểu thức toạ độ của T- là 

[x' = x-2 ịx = x'+2 
< =>< thay vào (C), ta được 

V = y + 3 \y = y'-3 

(x '+ 2f + (y 3) 2 - 2(x '+ 2) + 4 (y '-3)-4 = 0«(x +1) 2 + (y -1) 2 = 9 
Vậy(C’): (x + l) 2 + (y-l) 2 =9 

Bài 2.7. 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho điểm A(-3;3), 7?(1;3) và đường tròn (C) có tâm 7(3; 1), bán kính R = 1. 
Đường thẳng d: x + y - 1=0. Tìm trên d một điểm M và trên (C) điểm M’ sao cho MM' = AB . 

HD&Giải 

Ta có A5=(4;0), T— : M(x,y) —> M\x',y ’), nên ta có biểu thức toạ độ theo 7—: 

: d —> d', phương trình đường thẳng d’: X + y - 5 = 0. 

Ta cóMe d => M'e d' vàẢTe (C), nên toạ độ của điêm M’ là nghiệm của hệ phương trình : 

Jx + y- 5 = 0 x = 3,y = 2 

i(x - 3) 2 + (y -1) 2 = 1 ^ [x = 4,y = 1 
Vậy Mị ’(3, 2) thì M;(-l,2) vàM 2 ’(4,1) thìM 2 (0,l). 


ịx' = X + 4 ịx = x'- 4 

\y' = y ^ 
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Bài 2.8 .Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho điểm A(-3, 3) và 5(-l, 6). 

a) Tìm toạ độ điểm M ’ là ảnh của M(4, -5) qua phép tịnh tiến T— ; 

, ? , Íjc = 4 + 2 1 

b) Xác định phương trình của đường thăng d’ là ảnh của đường thăng cl: { _ qua phép tịnh 

[y = -7 + 3í 

tiến T— ; 

c) Xác định phương trình đường tròn (C’) là ảnh của đường tròn (C): x~ + y 2 - 4x + 8_y -5 = 0 qua 
phép tịnh tiến T—. 

r r 1 AB 

Bài 2.9. Trong mặt phẳng Oxy, cho vectơ w(-l;2) , hai điểm A(3;5), 5(-l;l) và đường thẳng d có phương 
trình X - 2y + 3 = 0. 

a) Tìm toạ độ của các điếm A B’ theo thứ tự là ảnh của A, B qua phép tịnh tiến theo vectơ u ; 

b) Tìm toạ độ điếm c sao cho A là ảnh của c qua phép tịnh tiến theo vectơ u ; 

c) Tìm phương trình của đường thẳng d’ là ảnh của d qua phép tịnh tiến theo vectơ u . 

Bài 2.10. Cho đoạn thắng AB và đường tròn (C) tâm o, bán kính R nằm về một phía đối với đường thằng 
AB. Lấy điểm M trên (C), rối dựng hình bình hành ABMM’. Tìm tập họp các điểm M’ khi M di động trên 
(O ’ ’ 

Bài 2.11 . Cho hình bình hành ABCD. Dựng ảnh của tam giác ABC qua phép tịnh tiến theo vectơ AD . 
Bài 2.12. Cho tam giác ABC có G là trọng tâm. Xác định ảnh của tam giác ABC qua phép tịnh tiến theo 

vectơ AG . Xác định điếm D sao cho phép tịnh tiến theo vectơ AG biến D thành A. 
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§3. PHÉP ĐỐI XỨNG TRỤC 


GV. Lư Sĩ Pháp 


1 . 


2 . 

3. 


4. 


A. KIÉN THỨC CẦN NẲM 


Đỉnh nghĩa 

Phép đối xứng qua đường thẳng ả là phép biến hình biến mồi điếm M thành điếm M’ đối xứng với M 
qua d. 

Kí hiệu: Đ d (Đường thẳng d gọi là trục đối xứng) 

- Nếu Me d thì ĐẬM) =M' = M 

Nếu M' <Ề d thì d là đường trung trực của đoạn MM’ . Như vậy M’ = Đ d (M) <=> M Q M ' = —M () M, 
với Mo là hình chiếu của M trên d 


- M’ = Đ d (M) <=> M = Đ d (M’) 

Truc đối xứng của môt hình 

Đường thắng d gọi là trục đối xứng của hình H nều Đ d biến H thành chính nó. Khi đó H được gọi 
là hình có trục đối xứng. 

Biểu thức toa đỏ 

Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ vuông góc o.r y, với mồi điếm Mịx; y). 

Gọi M ’ = Đ d (M) = (x y ’) 

, [ X ' = X 

• Neu chọn d là trục Ox nghĩa là Đo, (M) = M’ khi đó ta có: < 

[y' = -y 

, ị x' — — 

• Neu chọn d là trục Oy nghĩa Đ 0v (M) = M’ khi đó ta có: < 

b' = :v 


Neu chọn d là đường thẳng có phương trình Ax + By + c = 0 với 

2A(Ax + By + c ) 


Đ d (M) =M’, khi đó ta có 


x' = X- 


y' = y- 


a 2 +b 2 


2 B(Ax + By + C) 


A 2 +B 2 


Tính chất 

Phép đối xứng trục 

Bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì; 

Biến đường thẳng thành đường thẳng; 

Biến đoạn thẳng thành đoạn thắng bằng nó; 

Biến tam giác thành tam giác bằng nó; 

Biến đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 


A 2 +B 2 ± 0 


B. BÀI TẬP 


Bài 3.1. Trong mặt phang Oxy, cho hai điếm A(l;-2) và B(3;l). Tìm ảnh của A, B và đường thẳng AB qua 
phép đối xứng trục Ox. 

HD&Giải 

, , ị ỵ ’ — ỵ 

Gọi A B ’ lần lượt là ảnh của A, B qua phép đối xứng trục Ox, ta có biếu thức toạ độ ( 

[y' = -y 

Do đó Đo, (A) = A’(l;2), Đo, (B) = B\ 3;-l) và Đ 0 , (AB) =A’B’: 3x + 2y - 7 = 0. 


Bài 3.2. Trong mặt phắng Oxy, cho đường thắng d có phương trình 3x-y + 2 = 0. Viết phương trình của 
đưòưg thẳng d’ là ảnh của d qua phép đối xứng trục Oy. 

HD&Giải 

r ■} r ị X f — X í X — X 1 

Cách L Lấy điểm bất kì M(x;y)e d . Gọi M’ = Đ d (M) = (x’; y’). Khi đó ị => < 

b' = y Lv = V' 
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GV. Lư Sĩ Pháp 


Ta có Mẽí/o —3x'—y'+2 = 0oM’ thuộc đường thẳng d’ có phương trình 3x’ + y’ - 2 = 0. 

Vậy d’: 3x + y- 2 = 0. 

Cách 2. 

Lấy hai điểm A(0;2) và 5(-l;-l) thuộc d. Gọi A’ = Đrf(A) = (0;2) và 5’ = Đj(5) = (1;-1) 

Khi đó d’ = Đ 0 y(d) thì d’ qua hai điểm A ’ và B 

Vậy d’: 3x + _v - 2 = 0. _ 

Bài 3.3. Trong mặt phẳng Oxy, cho điểm M( 1;5), đường thẳng d có phưoưg trình X - 2y + 4 = 0 và đường 
tròn (C): X 2 +y 2 - 2x + 4y - 4 = 0 

a) Tìm ảnh của M, d và (C) qua phép đối xứng trục Ox. 

b) Tìm ảnh của M qua phép đối xứng trục d. 

HD&Giái 

a) Gọi M’,d’ và (C’) theo thứ tự là ảnh của M, d và (C) qua phép đối xứng trục Ox. 

Khi đó M’(l;-5). d’\ X + 2y + 4 = 0 

Đường tròn (C) có tâm 7(1; -2) và bán kính R = 3. Gọi 7’ = Đo.r(7) = (1;2). Do đó (C’) là đường tròn có 
tâm 7’ và bán kính bằng 3. Vậy (C’): (jc — l) 2 + (y - 2) 2 =9 


b) 


Cách 7. Ta có M Ể d . Gọi M” = Đ d (M) = ự; y’) 

2A(Ax + By + C) 

X = X — 

Biểu thức toạ độ đối xứng qua trục d: 


y' = y- 


a 2 +b 2 

2 B(Ax + By + C) 


A 2 +B- 


*'=l- 2 'ì?~ 2 ^ 4) =3 

l 2 +(-2) 2 

, = s 2.(-2)(l-2.5 + 4) _ 

y Ý +(- 2) 2 


Vậy ẢT’(3;1) 

Cách 2. (Vận dụng ND ĐN) 

Ta có MềL Gọi di là đường thẳng qua M và vuông góc với d. Vậy dy.lx +y - 7 = 0 

Gọi giao điểm của d và di là Mo có toạ độ thoả mãn hệ phương trình i x ^ + ^ ^ ^ 1 A 

yix + y-l = 0 [y = 3 


Vậy Mo(2;3). Gọi M” = Đ d (M) = (x’; y’) o M 0 M " = —M Q M. Từ đó suy raM”(3; 1) 

Bài 3.4. Trong mặt phắng với hệ toạ độ vuông góc Oxy cho đường thắng d\ 2x - y - 3 = 0. 

a) Tìm ảnh điểm M’ của điểm M{ 4; -1) qua phép đối xứng trục Đ d . 

b) Viếi phương trình đường thẳng di’ là ảnh của df. X- 3y + lỉ = 0 qua phép Đ d . 

c) Viết phương trình (C’) là ảnh của đường tròn (C): JC 2 + y 2 - 1 Ox - 4_v + 27 = 0 qua phép Đ,/. 


Biếu thức toạ độ của phép đối xứng trục Đ,/: 


HD ỉ&Giải 


x' = X ■ 


4(2x — y — 3) 


y' = y+ 


2(2x — y — 3) 




3 . 4 12 

x' = -—x + — y + — 
5 5 5 

_.,_4 , 3 6 

y =-x+-y-— 

• 5 5 5 


a) 


Đ d :M( 4; -1) M\x’; y’). Suy ra M 


l 5 ; sJ 


b) Lấyđiếmtuỳý M(x;y)e d x . Đ d : M(x;y)e d ị —> M'(x';y')e d[ và ngược, nên ta có 


3 , 4 , 12 

X = ——X + — y + — 

5 5 5. 

,436 
y =-x+-y-— 

5 5’ 5 


3 4 ,, 12 

X = ~_x +-jy + -7- 

5 5 ■ 5 

y = -x'+--y --- 
- 5 5 5 


Thay vào dj ta có được phương trình đường di’: 3x + y - 17 = 0. 

c) Phương trình đường tròn (C) có tâm 7(5; 2) và bán kính 7? = V2 . Do đó Đ^: 7(5; 2) —> 7’(1; 4) 

Khi đó Đ d : (C) —> (C’) có tâm 7’ và bán kí nh R = V 2 
Vậy (C’): (x- l) 2 + (y - 4) 2 = 2 


Hình học 11 


6 


Chương I. PDH & PĐD trong mặt phẳng 






























GV. Lư Sĩ Pháp 


Toán 11 - http://www.toanmath.com/ 


Bài 3.5. Trong mặt phăng với hệ toạ độ vuông góc Oxy cho điêm M( 3; -5), đường thăng À: 3x - 2y - 6 = 
0 và đường tròn (C): X + V 2 - 2x + 4v -4 = 0. Tìm ảnh của M, đường thắng A và đường tròn (C) qua 
phép đối xứng trục d: 

a) d là trục hoành 

b) d là trục tung 

c) d là đường thẳng X - y + 1 = 0 . 



HD ỉ&Giải 


a) Khi d là trục hoành, nên biêu thức toạ độ của Đ,/: 


Đ d :M -> M’ nênẢT(3; 5) 

Đ d : A —> A' nên có phương trình: 3x + 2y -6 = 0 

Đ d : (C) —> (C’) nên có phương trình: X + y 2 - 2x - 4v -4 = 0. 

X' = -X 


\y' = y 


b) Khi d là trục tung, nên biếu thức toạ độ của Đ^: 

Đ d :M -> M’ nên M’(-3; -5) 

Đ d \ A —> A' nên có phương trình: 3x + 2y + 6 = 0 

Đ d : (C) —> (C’) nên có phương trình: X + y 2 + 2x + 4v -4 = 0. 

c) Khi d là đường thẳng X - y + 1 = 0 nên có biểu thức toạ độ của Đ d : 


\x' = y-i 

\v' = x + l 


Đ d :M -> M’ nên M’(-6; 4) 

Đ d \ A —> A' nên có phương trình: 2x - 3y + 11 = 0 

Đường tròn (C) có tâm 7(1; -2) và bán kính R = 3. Do đó Đ d :/ —> 7’ nên 7’(-3; 2) 
Đ^: (C) —> (CỌ cổ tậm 7’ và bán kính bằng 3.Vậy (C’): X 2 + y 2 + 6x - 4y + 4 = 0. 


Bài 3.6. Trong mặt phắng với hệ toạ độ vuông góc Oxy cho hai đường thẳng dp X - 5y + 7 = 0 và d 2 : 5x ■ 
y - 13 = 0. Tìm phép đối xứng trục biến đường thẳng di thành đường thẳng <7 2 - 


HD&Giái 

Phương trình đường thẳng dy. X - 5 y + 7 = 0 và dy. 5x - y - 13 = 0. Suy ra di và dĩ cắt nhau nên phép đối 
xứng trục biến đường thẳng di thành đường thẳng dĩ có trục là đường phân giác của góc tạo bởi d/ và c/ 2 . 
Phưong trình đường phân giác của góc tạo bởi di và <7? là: 


|*-5y + 7| _ |5x-y-13| _ x-5y + l _j_ 5x-y-l3 _ 

V1 + 25 yj 25 + 1 4Ĩ6 V 26 

Khi d có phương trình Jf + y- 5 = 0tacó biểu thức toạ độ Đ d : 
Khi d có phương trình x-y -1=0 ta có biếu thức toạ độ Đ d : 



Bài 3.8. Trong mặt phăng với hệ toạ độ vuông góc Oxy cho hai đường thăng d]-. X + 3y - 6 = 0 và dy 3v + 
y + 2 =0. Tìm phép đối xứng trục biến đường thẳng di thành đường thẳng í7 2 . 


HD&Giải 

Trục đối xứng biến đường thắng di thành đường thẳng c/ 2 là trục d: Đường phân giác của góc tạo bởi di và 
|* + 3y-6| |3 a- + v + 2| x + 3y-6 , 3x + y + 2 . . [x-y + 4 = 0 

d 2 :- - r= - = J - r= - <=>-T=- = ±--7=- 


v/ĩ +9 Võ+T 


Vĩõ 


Vĩõ 


X ■ 

x + y-l- 


0 


Bài 3.9. Cho đường thắng a và hai điểm A, B. Hãy tìm điểm M e a sao cho: MA + MB đạt giá trị nhỏ 
nhất khi AvầB nằm cùng một phía đối với a. 


HDỉsGiải 
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Gọi A ’ là ảnh của A qua phép đối xứng trục Đ a . M là điếm bất kì 
thuộc a ta có: 

MA ' = MA => MA + MB = MA '+ MB > A' 5 Do đó MA + MB đạt 
giá trị nhỏ nhất khi bằng A 'B 

Điều này xảy ra ki và chỉ khi A’, M, B thắng hàng nghĩa là M là 
giao điếm của A ’B với a. 

Vậy: MA + MB đạt giá trị nhỏ nhất khi M trùng với M’ là giao 
điểm của A ’B và đường thẳng a. 


A 



Bài 3.10 . Trong mặt phẳng hệ trụa toạ độ Oxy, cho hai điểm A(l; 2) và 5(3; 4), Tìm điểm M trên trục 
hoành sao cho MA + MB bé nhất. 

HD&Giải 

Ta có yA-yB > 0 nên A, B nằm cùng phía đối với Ox. 

Gọi A’ là ảnh của A qua phép đối xứng trục Ox vàM(x; 0). Suy ra A’(l; -2) 

Ta có MA + MB = MA' + MB > A'B 

Vậy (MA + MB) nhỏ nhất o (MA’ + MB) nhỏ nhất <=> MA '+ MB = A'B 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A’, M, B thắng hàng. (1) 


Ta lại có: A'B = (2;6),A'M = (x -1;2) 


Do (1) <=> A' B cùng phưong A'M <=> 2.2-6(x-l) = 0 <=> X = -^-. Vậy M 


-;0 


Bài 3.11 . Cho góc nhọn xOy và một điêm A năm trong góc đó. Hãy xác định điêm B trên Ox và điêm c 
trên Oy sao cho tam giác ABC có chu vi nhỏ nhất. 


HD ỉa Giải 


Xét tam giác bất kì ABC có 5 và c lần lượt nằm 
trên hai tia Ox và Oy. Gọi A’ vàA”là các điểm đối 
xứng của A qua các đường thẳng Ox, Oy. Gọi 2p 
là chu vi của tam giác ABC 
Ta có 

2p = AB + BC + CA = A'B + BC + CA" > A' A". 

Dấu bằng xảy ra khi bốn điểm A’, B, c, A” thẳng 
hàng. 

Suy ra chu vi của tam giác ABC bé nhất phải lấy B 
và c lân lượt là giao đi êm của đoạn thăng A’A” 
với hai tia Ox, Ov.(các giao điếm này tồn được vì 
góc xOy nhọn) _ 


0 



A" 


Bài 3.12. 


Cho hai điểm 5 và c cố định trên đường tròn (ơ) tâm o, điếm A di động trên đường tròn ( o ). Chứng 
minh rằng khi A di động trên đường tròn ( o ) thì trực tâm của tam giác ABC di động trên một đường tròn. 

HDỉ&Giải 


Gọi I, H’ theo thứ tự là giao của tia AH với BC và đường tròn 
(O). Ta có 

BAH = HCB (góc có cạnh tương ứng vuông góc) 

BAH = BCH ' (cùng chắn một cung) 

Vậy tam giác CHH’ cân tại c, suy ra H đối xứng với H’ qua 
đường thẳng BC. 

Khi A chạy trên đường tròn (O) thì H’ cũng chạy trên đường 
tròn (O). Do đó H phải chạy trên đường tròn (O’) là ảnh của (O) 
qua phép đối xứng qua đường thẳng BC. 


A 
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GV. Lư Sĩ Pháp 


Bài 3.13. 

Cho đường thẳng d qua hai điếm phân biệt p, Q và hai điểm A, B nằm cùng phía đối với d. Hãy xác định 
trên d hai điểm MvaN sao cho MN = PQ và AM + BN bé nhất. 

HD&Giái 

Giả sử hai điểm M và N nằm trên d sao cho MN = PQ . Lấy điểm A’ sao cho AA' = PQ thì A’ hoàn toàn 
xác định và AMNA ’ là hình bình hành nên AM = A’N 
Vậy AM + BN = A’N + AN, như thế bài toán trở về bài 3.9. 

Khi diêm N xác định được thì diêm M cũng xác định được với điêu kiện MN = PQ 



Bài 3.14. Cho tam giác ABC. Gọi d là đường phân giác ngoài tại đỉnh A của tam giác ABC và M là một 
điếm bất kì thuộc d. Chứng minh rằng tam giác MBC có chu vi không nhỏ hơn chu vi tam giác ABC. 


HD&Giái 

Gọi C’ là ảnh của c đối xứng qua trục d. Khi đó 
hiến nhiên A nắm giữa B và C’. 

Với mọi M e d , ta có MC = MC' và 
MB + MC = MB + MC' > BC' 

Mà BC' = AB + AC' = AB + AC 

Vậy MB + MC + BC>AB + AC + BC.Đ iều này 

chứng tỏ rằng, tam giác ABC có chu vi nhỏ nhất. 


C”/ 

Ậ 

/ l\ 



c. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

Bài 2.15. Trong mặt phẳng Oxy, cho các đường tròn (Cì) và (C 2 ) lần lượt có phương trình: 

(Ci): X 2 + y 2 - 4x + 5y + 1 = 0; (C 2 ): X 2 + y 2 + lOy -5 = 0. Viết phươg trình ảnh của mỗi đường tròn trên 
qua phép đối xứng trục Oy. 

Bài 2.16. Cho hai đường thẳng c, d và hai điểm A, B không thuộc hai đường thẳng đó. Hãy dựng điểm c 
trên c, điểm D trên d sao cho tứ giác ABCD là hình thang cân nhận AB là một cạnh đáy (không cần biện 
luận) 
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GV. Lư Sĩ Pháp 


§4. PHÉP ĐỐI XỨNG TÂM 


A. KIÉN THỨC CÀN NẮM 


1. Đỉnh nghĩa 

Cho điếm I. Phép biến hình biến điếm I thành chính nó, biến mỗi điếm M khác I thành M’ sao cho 
I là trung điếm của MM’ được gọi là phép đối xứng tâm I. 

Kí hiệu : Đ/ 

Từ định nghĩa suy ra: Đi(M) = M’ <=> IM' = —IM 
Từ đó suy ra: 

■ Nếu M = I thì M' = I 

■ Nấu M không trùng với I thì Đ/(M) = M’ <=> / là trung điểm của MM’ 

■ Đ/(M) = M’ <=> Đ/(M’) = M 

2. Tâm đối xứng của môt hình 

Điếm I được gọi là tâm đối xứng của hình H nếu phép đối xứng tâm 1 biến hình H thành chính nó. Khi 
đó H được gọi là hình có tâm đối xứng. 

3. Biểu thức toa đỏ 

Trong mặt phẳng Q xy, Cho điểm I = (a; b). Gọi M = (x;y) và M'= D/ịM) = (x’; y’) 

Trường hợp 1: Khi tâm đối xứng I trùng với gốc toạ độ 0(0; 0) 


Đo : M(x,y) ^ M'(x',y') khi đó : <! 

b' = -y 


Trường hợp 2: Khi tâm đối xứng / 


Đi :M(x,y) khi đó: <’ 

(V' = 2b - y 

4. Các tính chất 
Phép đối xứng tâm 

Bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì; 

Biên một đường thăng thành đường thăng song song hoặc trùng với đường thăng đã cho; 
Biến một đoạn thẳng thành đoạn thắng bằng đoạn thẳng đã cho; 

Biến một tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho; 

Biến một đường tròn thành đường tròn có cùng bán kí nh. 


B. BÀI TẬP 


Bài 4.1. Giả sử phép đối xứng tâm Đo biến đường thẳng d thành đường thắng d’. Chứng minh 

a) Neu d không đi qua tâm đối xứng o thì d’ song song với d, o cách đều d và d’ 

b) Hai đường thăng d và d’ trùng nhau khi và chỉ khi d đi qua o. 

HD&Giái 


a) Kẻ OH _L d (He d ) thì vì d không đi qua 
o nên H không trùng với o. Phép Đo(H) = 
H’ thì o là trung điểm của HH’ và biến 
đường thẳng d thành đường thẳng d’ 
vuông góc với OH’ tại H\ Suy ra d và d’ 
song song, cách đều điểm o. 


d' à 




0 




b) Nếu d không qua o thì theo câu a), d’ // d nên d’ không trùng d. Nếu d đi qua o thì mọi điểm 
Me d biến thành M'e d . Vậy d’ trùng với d. 

Bài 4.2. Chỉ ra tâm đối xứng của các hình sau dây: 
a) Hình gốm hai đường thẳng cắt nhau 
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b) Hình gồm hai đường thẳng song song 

c) Hình gồm hai đường tròn bằng nhau 

d) Đường elip 

e) Đường hypebol 

HD&Giải 

a) Tâm đối xứng là giao điếm của hai đường thắng. 

b) Tâm đối xứng là những điếm cách đều hai đường thắng 

c) Tâm đối xứng là trung điếm của đoạn thẳng nối hai tâm đường tròn 

d) Tâm đối xứng là trung điếm nối hai tiêu điếm của elip. 

e) Tâm đối xứng là trung điểm nối hai tiêu điếm của hypebol. 

Bài 4.3. Trong mặt phang o xy, cho điểm A(-l; 3) và đường thẳng d có phương trình X - 2y + 3 =0 . Tìm 
ảnh của A và d qua phép đối xứng tâm o. 

HD&Giái 

[ X ' = —X 

Gọi A’ = Đo(A) = ộc’; y’). Theo biếu thức toạ độ, ta có < . Vậy A’(l; -3) 

[y' = -y 


Gọi d’ = Đo(d) 

Cách 1. Lấy một điểm tuỳ ý M(x;y)e d . Khi đó ta có M' = Đo(M) = ộc’; /), nên thay X = - x’, y = - y’ 
vào phương trình của d. Ta có ảnh của d qua phép đối xứng tâm o là d ': X - 2y - 3 = 0. 

Cách 2. Lấy điểm B(- 3;0)e d . Khi đó 7T = Đo(7?) = (3;0) thuộc d ’ 

d’ là ảnh của d qua phép đối xứng tâm o nên d’ song song hoặc trùng với d. Do đó d’: X - 2y + c = 0 
B 'e d' suy ra c = - 3. Vậy d’: X - 2y - 3 = 0. 

Cách 3. Lấy hai điểm phân biệt M , N thuộc d và xác định ảnh của nó qua phép đối xứng tâm o, khi đó 

đường thẳng d’ qua hai điểm M' và N'. _ 

Bài 4.4. Trong mặt phang với hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho hai điếm 7(1; 2), M{- 2; 3), đường thắng d 
có phương trình 3x - y + 9 = 0 và đường tròn (C): X 2 + y 2 + 2x - 6y + 6 = 0. Hãy xác định toạ độ điểm M ’, 
phương trình đường thắng d’ và đường tròn (C’) theo thứ tự là ảnh của M, d, (C) qua: 

a) Phép đối xứng qua gốc toạ độ 

b) Phép đối xứng qua tâm I 

HD&Giải 

a) Gọi M\d\ (C’) theo thứ tự là ảnh của M, d và (C) qua phép đối xứng qua o. Dùng biểu thức toạ độ 
của phép đối xứng qua gốc toạ độ o ta có: 

M\ 2; -3), phưoưg trình của d ': 3x - >’ -9 = 0, phương trình đưòưg tròn (C’): X + V 2 - 2x + 6_y + 6 = 0 

b) Gọi M\ d\ (C’) theo thứ tự là ảnh của M, d và (C) qua phép đối xứng tâm 7. Dùng biếu thức toạ độ 
của phép đối xứng qua tâm 7 ta có: M'{ 4; 1) 

Vì d ’ song song với d nên d’: 3x - y + c = 0, lấy điểm N{ 0; 9) thuộc d. Khi đó ảnh của N qua phép đối 
xứng tâm 7 là V’(2; -5) thuộc d\ Từ đó suy ra c = -11 
Vậy d’: 3 jc - y - 11 - 0. 

Đường tròn (C) có tâm 7(-l; 3) và bán kính R = 2. Ảnh / qua phép đối xứng tâm 7 là J' (3; 1). Vậy 

phương trình (C’): (x - 3) 2 + (y - l) 2 = 4 _ 

Bài 4.5. Trong mặt phang Oxy, cho đường thắng d có phương trình X - 2y + 2 = 0 và d’ có phương trình X 
- 2y - 8 = 0. Tìm phép đối xứng tâm biến d thành d’ và biến trục Ox thành chính nó. 

HD&Giải 

Giao điểm của d và d’ với Ox là A(-2; 0) và A’(8; 0). Gọi I(a; b) là tâm của phép đối xứng 

^ x ịx' = 2a-x Í8 = 2a + 2 ía = 3 

Ta có Đi : A(x,y) —> A (x ,y ) khi đó : ị <=> < _ _ => ị 

\y' = 2b-y \o = 2b + 0 \b = 0 

Vậy phép đối xứng qua tâm 1(3; 0) là phép cần tìm. _ 

Bài 4.6. Cho đường tròn (0,R) và hai điếm A, B cố định. Với mồi điếm M, ta xác định điếm M’ sao cho 
MM' = MA + MB . Tìm quỹ tích điểm M’ khi M chạy trên (0,R). 

HD&Giái 

Gọi I là trung điểm của AB thì I cố định và MA + MB = 2MI. 
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Bởi vậy, MM ' = MA + MB <=> MM ' = 2 MI nghĩa là I là trung điểm của MM’ hay Đi(M) = M’ 

Vậy khi M chạy trên đường tròn (0,R) thì quỳ tích M’ là ảnh của đường tròn đó qua Đi 
Neu ta gọi O’ điếm đối cứng của o qua điếm I thì quỳ tích của M’ là đường tròn (0’,R). 


M 



Bài 4.7. Cho hai điếm B. c cố định trên đường tròn (O, R) và một điếm A thay đổi trên đưòưg tròn đó. 
Hãy dùng phép đối xứng tâm đế chứng minh rằng trực tâm H của tam giác ABC nằm trên một đường tròn 
cố định. 

HD&Giái 


Ta vẽ đường kính AM của đường tròn. Khi đó 
BH // MC ( vì cùng vuông góc với AC), và CH 
// BM (vì cùng vuông góc với AB) hay BHCM 
là hình bình hành 

Neu gọi I là trung điếm của BC thì I cũng là 
trung diêm của MH. 

Vậy phép đối xứng qua điểm I biến M thành H 
Khi A chạy trên (O, R) thì M chạy trên đường 
tròn (O; R). Do đó, H nằm trên đường tròn là 
ảnh của đường tròn (O, R) qua phép đối xứng 
tâm I. 



c. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

Bài 4.8. Trong các hình tam giác đều, hình bình hành, ngũ giác đều, lục gíc đều, hình nào có tâm đối 
xứng ? 

Bài 4.9. Tìm một hình có vô số tâm đối xứng 

Bài 4.10 . Cho tứ giác ABCD. Dựng ảnh của tam giác ABC qua phép đối xứng tâm D. 

Bài 4.11 . Chứng minh rằng trong phép đối xứng tâm I nếu điếm M biến thành chính nó thì M phải trùng 
với I. 

Bài 4.12 . Trong mặt phăng toạ độ Oxy, cho diêm 1(2; -3) và đường thăng d có phưoưg trình 3x + 2y - 1 = 
0. Tìm toạ độ diêm I’ và phương trình của đường thăng d’ lân lượt là ảnh của I và đường thăng d qua 
phép đối xứng tâm o. 

Bài 4.13 . Cho đường tròn (0;R), đường thẳng A và điểm I. Tìm điểm A trên (0;R) và điểm B trên A sao 

cho I là trung diêm của đoạn thăng AB. 
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§5. PHÉP QUAY 


GV. Lư Sĩ Pháp 


A. KIÉN THỨC CẦN NẮM 


1. Đỉnh nghĩa 

Trong mặt cho một điếm o cố định và góc lượng giác (p không đổi. Phép biến hình biến điếm o 
thành chính nó, biên điêm M khác o thành điêm M’ sao cho OM = OM’ và góc lượng 
{OM,OM ') = (p được gọi là phép quay tâm o góc quay (p. 

Điểm o gọi là tâm quay, ọ gọi là góc quay. 


Kí hiệu: Q [o v] hoặc Ql 

Chiều dưoưg của phép quay Qị 0 ^ theo chiều dưoưg của đường tròn lượng giác. Ngược lại là 
chiều âm và còn kí hiệu <2j 0 ^ 


Nhân xét: 

■ Phép quay tâm o, góc quay (p = 7T + klĩl,keZ chính là phép đối xứng tâm o 

■ Phép quay tâm o, góc quay (Ọ = klĩĩ,ke z, chính là phép đồng nhất. 

2. Tính chất 

Phép quay 

Bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì; 

Biên một đường thăng thành đường thăng; 

Biến một đoạn thẳng thành đoạn thắng bằng đoạn thẳng đã cho; 

Biến một tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho; 

Biến một đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính; 

Chú ý: Giả sử phép quay tâm I góc quay <p biến đường thẳng d thành d’. Khi đó: 


■ Nêu 0 <(Ọ<— thì góc giữa d và d’ băng (p 


, 71 ^ , 

■ Nêu ~^<(p<K thì góc giữa d và d’ băng 7Ĩ-Ọ 

3. Biểu thức toa đô của phép quay. 

Trong mặt phẳng với hệ toạ độ vuông góc Oxy, xét phép quay Qụ ^ 

Trường hợp 1: Khi tâm quay I trùng với gốc toạ độ O: 



Trường họp 2: Khi tâm quay / (x 0 ,y 0 


Q (Iip) :M{x,y)^M'{x',y') khi đó : 


x'-x 0 ={x-x 0 )cos(p-{y-y 0 )sin(p 
y'-y 0 =(x-x ữ )sin<p + (y-y 0 )cos<p 


B. BÀI TẬP 


Bài 5.1 . Cho hình vuông ABCD tâm o. 

a) Tìm ảnh của điểm c qua phép quay tâm A góc 90°. 

b) Tìm ảnh của đường thẳng BC qua phép quay tâm o góc 90°. 


HD&Giâi 


a) Gọi E là điếm đối xứng với c qua tâm D. 


góc 90° là đường thẳng CD. 



của đường thẳng BC qua phép quay tâm o 
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GV. Lư Sĩ Pháp 



A B 


Bài 5.2. Cho phép quay Q tâm o với góc quay (Ọ và cho đường thắng d. Hãy nêu cách dựng ảnh d’ của d 
qua phép quay Q . 

HD&Giải 

Ảnh của đường thẳng d qua phép quay Qị 0 ^ có thể dựng như sau: 

Cách 1. Lấy hai điểm A, B phân biệt trên d, rối dựng ảnh A’, B’ của chúng. Đường thẳng d’ là đường 
thăng đi qua A’ và B’. 

Cách 2 . Trong trường hợp d không đi qua o. gọi H là hình chiếu vuông góc của o trên d, dựng H’ là ảnh 
của H. Đường thăng vuông góc với OH’ tại H’ chính là ảnh d’ của d. 

Từ cách dựng trên, ta suy ra: Phép quay với góc quay ±— biên đường thăng d thành đường thăng d’ 

vuông góc với d. _ 

Bài 5.3. Cho hình vuông ABCD tâm o. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB, OA. Tìm ảnh của tam 
giác AMN qua phép quay tâm o, góc quay 90°. 

HD&Giải 

Xét phép quay 

0 lo :A^D,M =>ỡ _ :V^V'.N 

^(0,90°) ^(0.90°) 

là trung điểm của OA thì N’ là trung điểm của 
OD. Suy ra: Q _„ : AAMN —> ADM'N' và M ' 

J *ứo, 90°) 

AAMN = ADM'N' 

D 


M B 



Bài 5.4. Cho hai tam giác vuông cân OAB và OA’B’ có chung đỉnh o sao cho o nằm trên đoạn thắng 
AB’ và nằm ngoài đường thắng A’B. Gọi G và G’ lần lượt là trọng tâm của tam giác OAA’ và OBB\ 
Chứng minh GOG’ là tâm giác vuông cân. 

HD&Giái 


Gọi Q là phép quay tâm o, góc quay — ( băng 

góc lượng giác (OA,OB)). 

Khi đó a JA) = B,Q f s(A’) = B'. Do đó 


0 ,- 


0 ,- 


Q[ JOAA') = OBB' 


0,-ệ 


Bởi vậy, Q ^.(G) = G'. Suy ra OG = OG’ và 


K 

GOG' = -- 
2 


B 



Vậy GOG’ là tam giác vuông cân tại đính o. _ 

Bài 5.5. Cho ba điếm thắng hàng A, B, c, điểm B nằm giữa hai điếm A và c. Dựng về một phía của 
đường thẳng AC các tam giác đều ABE và BCF. 

a) Chứng minh rằng AF = EC và góc giữa hai đường thẳng AF và EC bằng 60° 

b) Gọi M và N lần lượt là trung điếm của AF và EC. Chứng minh tam giác BMN đều. 

HD&Giái 
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a) Xét phép quay Q {B 6QŨ) , khi đó : 

0 „ : F —> A,c —> F 

^(£, 60 °) ’ 

=> Ổ : FC —> AF . Suy ra EC = AF và 

^( 0 , 60 °) ^ 

(EC,AF) = 60° 

b) Ta có Q {B6o0) ■ N —> , N là trung điểm 

của EC và M là trung điêm của AF. 

Nên BN = BM và NBM = 60°. Do đó BMN là 
tam giác đều. _ 



Bài 5.6. Cho lục giác đều ABCDEF, o là tâm đối xứng của nó, I là trung điểm của AB. 

a) Tìm ảnh của tam giác AIF qua phép quay tâm o góc 120° 

b) Tìm ảnh của tam giác AOF qua phép quay tâm E góc 60° 


HDỉsGiải 


a) 

Ổ, 


->£>=> ô, 


0 , 120 " 




0 , 120 " 

với J là trung điếm của CD. 

Vậy Q, -V : AAIF -»A CJB 

^( 0 , 120 °) 

b) Phép quay tâm E góc 60° biến A, o, F lần lượt 

thành c, D, o. Vậy Q ,.. : AAOF -> A CDO 

’ ^£, 60 ° 



Bài 5.7. Cho tam giác ABC. Dựng về phía ngoài của tam giác các hình vuông BCU, ACMN, ABEF và 
gọi o, p, Q lần lượt là tâm đối xứng của chúng. 

a) Gọi D là trung điểm của AB. Chứng minh rằng DOP là tam giác vuông cân đỉnh D 

b) Chứng minh AO vuông góc với PQ và AO = PQ. 

HD&Giăi 


a) Xét phép quay Q, 


c, 90” 


: M —» A,B —> I. Do đó MB bằng và vuông góc với AI 


Trong tam giác ABM, có DP song song và bằng nửa BM và trong tam giác BAI có DO song song và 
bằng nửa AI. Từ đó suy ra DP bằng và vuông góc với DO. Hay tam giác DOP vuông cân tại D. 
b) Xét phép quay <2, 9q0 , : o —> p, A —> Q . Do đó OA bằng và vuông góc với PQ. 


2V 



HD&Giái 

Xét phép quay tam A góc quay 90°. 


Hình học 11 


15 


Chương I. PDH & PĐD trong mặt phẳng 
























Toán 11 - http://www.toanmath.com/ 


GV. Lư Sĩ Pháp 


Q ,, : E -» B,c -» F .Từ đó suy EC = BF và 

EC _L Z?F 

Vì IM là trung bình của tam giác BEC nên IM // 

EC và IM = ịEC 
2 

Tương tự, ta có MJ // BF và MJ = . Từ đó 

suy ra IM = MJ và IM ± MJ 

Vậy tam giác IMJ là tam giác vuông cân tại M. 



Bài 5.9. Cho nửa đường tròn tâm o đường kính BC. Điếm A chạy trên nửa đường tròn đó. Dựng về phía 
ngoài của tam giác ABC hình vuông ABEF. Chứng minh rằng E chạy trên một nửa đường tròn cố định. 


HD ỉa Giải 


Xét phép quay tâm B góc quay 90°. Khi đó 
Q[b 90 oị(^) = E ■ Khi A chạy trên nửa đường tròn 

(O), E chạy trên nửa đường tròn (O’) là ảnh của 
nửa đường tròn (O) qua phép quay tâm B, góc 
quay 90°. 



Bài 5.10. Cho tam giác ABC. Dựng về phía ngoài của tam giác đó các hình vuông ABEF và ACIK. Gọi 
M là trung điểm của BC. Chứng minh rằng AM vuông góc với FK và AM = —FK . 

HD&Giải 

Gọi D là ảnh của B qua phép đối xứng tâm A. Khi 
đó AD = AB = AF và AD 1 AF 
Xét Q, .. : D -» F,c K . Do đó DC = FK và 

^(a.90 0 ) 

DC ±FK 

Vì AM là đường trung bình của tam giác BCD nên 

AM // CD và AM = ịcD 
2 

Vậy AM vuông góc với FK và AM = —FK 



Bài 5.11. 

Trong mặt phang với hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho phép quay tâm o góc quay 


7Ĩ 


Tìm ảnh qua phép quay <2 n . của: 


a) Điểm A(2, 2) 


b) Đường tròn (C): (x - l) 2 + y 2 = 4 


HD&Giăi 


Biếu thức toạ độ của phép quay Q , : M(x,y) —> M\x',y') là: 

í,=£ 


°’4 


I x' = xcosọ-ysmọ 
[y' = xsmọ + y COSỘ7 


<=> { 


, n .71 

X =xcos —-ysin — 
4 4 

, . K . K 

y = xsin-- + ycos : - 
4 ' 4 


Y4 


b-4 

h+9 
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a )Q, \ '■ Ả(2,2) —> A\x\y') thì 


°4 


y =—{ 2 + 2) 

b) Đường tròn (C) có tâm 1(1, 0) và bán kính R = 2. 


=ệ( 2 ~ 2 ) U’=o 


2 

2 


<=> • 


^. Vậy a(o,2V2) 


a ,: 7(1,0) -» /'(*',y m ^ : (C) -> (C) 


với (C’) là đường tròn tâm r 


(4Ĩ VP 


r S\ 

2 

slĩ) 

2 ’ 2 

V z z ) 

và có bàn kính R’ = 2. Vậy (C’): 

X — —— 

2 J 

+ 

rtl 


Bài 5.12. 


Trong mặt phẳng với hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho phép quay Q 


o,j 


a) Viết biểu thức toạ độ của phép quay đó. 

b) Viết phương trình của đường tròn (C’) là ảnh của đường tròn (C): X 2 + y 2 - 6x + 6y + 14 = 0 qua phép 
quay ạ 


o. 


c) Viết phương trình đường thắng d’ là ảnh của d:x + y- 2 = 0 qua phép quay Q 


°’4 


HDỉsGiải 


a) Biểu thức toạ độ của phép quay Q, . : M(x,y ) —> M\x',y') là: 


I x' = xcosọ-yúníp 
1 y' = xsinỹ)+_ycosỹ> 


<=> i 


0 ,- 


, n .71 

X = xcos — -y sin — 
4 4 

, . K . n 

y =a:sin : - + ycos-- 
4 ■ 4 




, = V|, _ , 

* = J Yịx-y) 


2 


y =—(ư + y) 


b) đường tròn (C) có tâm 1(3, -3) và bán kính R = 2, nên <2 , : /(3,-3) —> ỉ\x',y') 

V '4 j 

Do đó /' ^3x/2,0 j. Vậy: ơ : (C) —> (C'), với (C’) có tâm I’ và bán kính R’ = 2 là: 

V '4 j 

Vậy(C’): Ịx-3^2j 2 +y 2 =4 


c) Lấy điểm M( l;l)e d và OM _L d . Gọi M’ là ảnh của M quay phép quay Q. s thì ảt(0;\/2) 

H) ' ’ 

Từ đó suy ra d’ phải qua M’ và vuông góc với OM’. 

Vậy phương trình của d’: y - \[ĩ 

c. BÀI TẶP ĐỀ NGHỊ 

Bài 5.13. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho điểm A(2; 0) và đưòưg thẳng d có phương trình X + y - 2 = 0. 
Tìm ảnh của A và d qua phép quay tâm o góc 90°. 

Bài 5.14. Cho hai tam giác đều OAB và OA’B’ có chung đỉnh o. Gọi c và D lần lượt là trung điểm của 
các đoạn thẳng AA’ và BB’. Chứng minh rằng OCD là tam giác đều. 

Bài 5.15. Trong mặt phang Oxy, cho điểm A(2;2) và các đường thẳng dp X + y - 2 = 0, d 2 : X + y - 8 = 0. 
Tìm toạ độ các điếm B và c lần lượt thuộc di và d 2 sao cho tam giác ABC vuông cân tại A. 
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§6. KHÁI NIỆM VÈ PHÉP DỜI HÌNH VÀ HAI HÌNH BẰNG NHAU 


A. KIÊN THỨC CẢN NẮM 

1. Đỉnh nghĩa 

Phép dời hình là phép biến hình bảo toàn khoảng cách giữa hai điếm bất kì. 

Nhận xét: 

■ Các phép đồng nhất, tịnh tiến, đối xứng trục, đối xứng tâm và phép quay đều là những phép 
dời hình 

■ Phép biến hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp hai phép dời hình cũng là một phép dời 
hình. 

2. Tính chất Phép dời hình: 

Biên ba diêm thăng hàng thành ba diêm thăng hàng và bảo toàn thứ tự giữa các diêm đó; 

Biến đường thắng thành đường thắng, biến tia thành tia, biến đoạn thẳng thành đoạn thắng bằng 
nó; 

Biến tam giác thành tam giác bằng nó, biến góc thành góc bằng nó; 

Biến đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 

3. Hai hình bằng nhau 

Hai hình được gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến hình này thành hình kia. 

B. BÀI TẬP 


Bài 6.1. Trong mặt phẳng Ọxy, cho các điểm A(-3;2), B(-4;5) và C(-l;3). 

a) Chứng minh rằng các điểm A’(2;3), B’(5;4) và C’(3;l) theo thứ tự là ảnh của A, B và c qua phép quay 
tâm o góc -90°. 

b) Gọi tam giác A 1 B 1 C 1 là ảnh của tam giác ABC qua phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên 
tiếp phép quay tâm o góc -90° và phép đối xứng qua trục Ox. Tìm toạ độ các đỉnh của tam giác AiBiCi- 

HD&Giái 


a) Ta có OA = (-3;2),ỠA' = (2;3) và OA.OA' = 0. Từ đó suy ra góc lượng giác (OA; OA’) = - 90° . 


Mặt khác ta có OA = OA ' = VẼ3 . Do đó phép quay tâm o góc 90° biến A thành A’. Các trường 
hợp khác tương tự. 

b) Gọi A 1 B 1 C 1 là ảnh của tam giác A’B’C’ qua phép đối xứng trục Ox. Khi đó Ai(2; -3), Bi(5; -4), 


Cị(3; -1). _ 

Bài 6.2. Cho hình chữ nhật ABCD. Gọi E, F, H, K, o, I, J lần lượt là trung điểm các cạnh AB, BC, CD, 
DA, KF, HC, KO. Chứng minh rằng hình thang AEJK và FOIC bằng nhau. 


HD ỉa Giải 


Gọi G là trung điểm OF. Phép đối xứng qua 
đường thẳng EH biến hình thang AEJK thành hình 
thang BEGF. 

Phép tịnh tiến theo vectơ EO biến hình thang 
FOIC thành hình thang FOIC. Nên hai hình thang 


AEJK và FOIC bằng nhau. 



Bài 6.3. Chứng minh rằng: Neu một phép dời hình biến tam giác ABC thành tam giác A’B’C’ thì nó cũng 
biến trọng tâm của tam giác ABC tương ứng thành trọng tâm của tam giác A’B’C’. 

HD&Giái 

Gọi M, N lần lượt là trung điểm các đoạn thẳng AB, BC và G, G’ lần lượt là trọng tâm của hai tam giác 
ABC và A’B’C’. 

Gọi phép dời hình đó là F. Ta có F(AB) = A’B\ F(BC) = B’C’. Khi đó F(M ) = M'e A'B',F(N)e B'C’ 
Vậy F biến trung tuyến AM, CN của tam giác ABC tương ứng thành các trung tuyến A’M\ C’N’ của tam 
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giác A’B’C\ 

Từ đó suy ra F biến trọng tâm G của tam giác ABC thành trọng tâm G’ của tam giác A’B’C’ là giao điếm 
của A’M’ và C’N’. __ 

Bài 6.4. Chứng tỏ rằng hai hình chữ nhật cùng kích thước ( cùng chiều dài và chiều rộng) thì bằng nhau. 

HD&Giái 


Giả sử hai hình chữ nhật ABCD và A’B’C’D’ có AB = CD = A’B’ = C’D\ AD = BC = A’D’ = B’C\ 
Khi đó ABC và A’B’C’ là hai tam giác vuông bằng nhau, do đó có phép dời hình F : A ABC —> A A'B'C' 
và F biến trung điếm o của AC thành trung điểm O’ của A’C’. Nhưng vì o và O’ lần lượt là trung điểm 
của BD và B’D’ nên F cũng biến D thành D\ 

Vậy F biến ABCD thành A’B’C’D’, nên theo định nghĩa, hai hình chữ nhật đổ bằng nhau. _ 

Bài 6.5. Cho hai hình bình hành. Hãy vẽ một đường thắng chia mỗi hình bình hành đó thành hai hình 
bằng nhau. 


HD 2» Giải 


Một đường thăng đi qua tâm o của hình bình hành 
thì chia hình bình hành đó thành hai phần bằng 
nhau, vì phép đối xứng qua tâm o sẽ biến phần 
này thành phần kia. 

Ta xét hai hình bình hành ABCD và A’B’C’D’ lần 
lượt có tâm 0, O’. 

Ta có o, O’ lần lượt là tâm đối xứng của hình 
bình hành ABCD và A’B’C’D’ nên đường thẳng 
bất kì qua tâm thì chia hình bình hành đó thành hai 
hình bằng nhau. 


Suy ra: Đường thăng 00’ chia môi hình bình 
hành ABCD và A’B’C’D’ thành hai hình bằng 
nhau. 


A c 



c. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 


Bài 6.6. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ Oxy, cho v(2;0) và điểm M (1; 1). 

a) Tìm toạ độ điểm M’ là ảnh của điểm M qua phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp 


phép đối xứng trục Oy và phép tịnh tiến theo vecto’ V. 
b) Tìm toạ độ điếm M” là ảnh của điếm M qua phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp 


phép tịnh tiến theo vectơ V và phép đối xứng trục Oy. 

Bài 6.7 . Trong mặt phẳng Oxy, cho vectơ v(3; 1) và đường thẳng d có phương trình 2x - y = 0. Tìm ảnh 
của d qua phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép quay tâm o góc 90° và phép tịnh tiến 


theo vectơ V. 
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§7. PHÉP YỊ Tự 


GV. Lư Sĩ Pháp 


1 . 


A. KIÉN THỨC CẦN NẮM 

Đỉnh nghĩa 

Cho một điểm o cố định và một số k không đổi, k A 0. Phép biến hình biến mồi điểm M thành 
điếm M' sao cho OM ' = kOM đựoc gọi là phép vị tự tâm o tỉ số k. 


Kí hiệu: v (0 jt) . Như vậy V {0k) :M M' o ỠM' = kOM 


Nhân xét 

Phép vị tự biến tâm vị tự thành chính nó. 

Khi k>0, M vàM’ nằm cùng phía đối với o. 

Khi £<0,MvàM’ nằm khác phía đối với o. 

Khi k = - 1, M và M’ đối xứng với nhau qua tâm o nên V = Đ ơ 

Khi k= 1, thì M = M' nên phép vị tự là phép đồng nhất 

- V (M) = M' <=> 7 (M') = M 

( °' k) (O.h 

k 

2. Các tính chất của phép vỉ tư 

a. Đinh lí 1 ■ Nấu phép vị tự tỉ số k biến hai điểm M vaN lần lượt thành hai điểm M’ và AT thì: 
M'N' = kMN và MN = \k\MN 

b. Phép vỉ tư tỉ số k: 

Biên ba điêm thăng hàng thành ba điêm thăng hàng và bảo toàn thứ tự giữa các điêm ây; 

Biên một đường thăng thành một đường thăng song song hoặc trùng với đường thăng 

đã cho, biến tia thành tia, biến đoạn thẳng thành đoạn thẳng mà độ dài nhân lên với ịkị ; 

- Biến tam giác thành tam giác đồng dạng với tam giác đã cho và tỉ số đồng dạng là ịkị , biến góc 
thành góc bằng nó; 

Biến một đường tròn có bán kí nh R thành đường tròn có bán kính Ả'| .R. 

3. Biểu thức toa đỏ. 


Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ Oxy, cho phép vị tự V với /(x 0 ,y 0 ) 

Ta có: V : M(x, y) -» M \x ’, y ’) <=> ĨM' = kĨM <=> { x ' = kx + (1 k)x ° 

[y' = ky + (l-k)y 0 


.. X' = kx 
Khi 1 = 0 thì < 

\y' = ky 

__ B. BẢI TẬP _ 

Bài 7.1. Trong mặt phang toạ độ Oxy, cho đường thẳng d có phương trình 2x + y - 4 = 0. 

a) Hãy viết phương trình đường thẳng di là ảnh của d qua phép vị tự tâm o tỉ số k = 3. 

b) Hãy viết phương trình đường thẳng d 2 là ảnh của d qua phép vị tự tâm I(-1 ;2) tỉ số k = -2 

HD&Giải 

a) Lấy hai điểm A(0; 4) và B(2; 0) thuộc d. Gọi A\ B’ theo thứ tự là ảnh của A và B qua phép vị tự 
tâm o tỉ số k = 3. Khi đó A’(0; 12) và B’(6; 0). di chính là đường thẳng qua hai điểm A’ và B’ 
nên có phương trình 2x + y- 12 = 0. 

b) Vì d 2 // d: 2x + y - 4 = 0 nên d 2 : 2x + y + c = 0. Lấy điểm A(4; 0) thuộc d và gọi A' = Vụ _ 2 ) (A). 


Khi đó ta có A’(-3;-2)e d 2 nên suy ra c = 8. Vậy d 2 : 2x + y + 8 = 0. 

Bài 7.2 . Trong mặt phang Oxy, cho phép vị tự tâm 1(1; 3), tỉ số k = — 2 . Tìm ảnh của các đường sau qua 
phép vị tự v u k) 

a) Đường thẳng d: 2x + y - 1 = 0 

b) Đường tròn (C): (x - 2) 2 + (y + l) 2 = 3 
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c) Parabol (P): y = X 2 - 3x + 2 

HD&Giăi 


V ựk) : M(x,y ) — >M'(x',y') có biểu thức toạ độ: 


Ịx' = -2x + 3 
[y' = -2y + 9 


X = 


=>< 


y = 


-x'+3 


2 

-y '+ 9 
' 2 


(*) 


a) : M(x,y)e d —> M\x\y ')e d' . Thay (*) vào phương trình của d, ta có:2x’ + y’ - 13 = 0 
Vậy phương trình của đường thẳng d’ là ảnh của d qua V k) là: 2x + y - 13 = 0. 

Cách khác : Lấy điểm M{ 0,1)G d , V ựk) : M{ 0,1 ) e — > M'(3,7)e d ' 

Vì phép vị tự biến đường thẳng d thành d’ song song hoặc trùng với d nên d’:2x + y + c = 0và M'e d 
nên ta có c - 13. Vậy d’: 2x + y - 13 = 0. 

b) V ựk) :M(x,y)z(C)^M'(x',y')e(C'). 

Thay (*) vào phương trình đường tròn (C) ta có: (x’ + l) 2 + (y’ - 11) 2 = 12 
Vậy phương trình đường tròn (C’): (x + l) 2 + (y - 11) 2 = 12 

Cách khác : Tâm và bán kính của (C): J(2, - 1), R = \J 3 

v ựk) : J(x, y )e (C) J\x y')e (C') => J ’(-l, U),R' = lJĨ 

Vậy phương trình đường tròn (C’): (x + l) 2 + (y - 11) 2 = 12 

c) V {Ik) :M(x,y)e (P) —> M'(x',y ')e (P'). Thay (*) vào phương trình (P), ta có : y' - -^-(V) 2 +^- 


1 2 19 

Vậy phương trình (P’): y = 2 * +2 


Bài 7.3. Trong mặt phẳng Oxy, cho đường tròn (C) có phương trình (x-3) + (y +1) = 9. Hãy viết 
phương trình của đường tròn (C’) là ảnh của (C) qua phép vị tự tâm 1(1; 2) tỉ số k = - 2. 


HD&Giâi 


Đường tròn (C) có tâm J(3; -1) và bán kính R = 3. Gọi J' = Vụ _^ự) nên J’(-3; 8). 
Do vậy đường tròn (C’) có tâm là J’ và bán kí nh R ' = I—2.1.3 = 6. 


Vậy (C’>: (x + 3) 2 +(y-8) 2 =36 

Bài 7.4. Trong mặt phẳng Oxy, cho hai đường tròn (C): X 2 + y 2 - lOx - 8y + 14 = 0 và (C’): X 2 + y 2 + 2y 
-11=0. Xác định phép vị tự biến đường tròn (C) thành đường tròn (C’). 

HD&Giải 

Phương trình đường tròn (C) có tâm và bán kính: Ii(5, 4), R ị = 3\Ỉ3 và đường tròn (C’): 12 ( 0 , - 1), 

R 2 =2^3 . 

[ x < = kx c 1 — k^)x 

Xét V : M(x,y)e (C) —> M\x',y')e (C') có biểu thức toạ độ là ị 

{y' = ky + (ỉ-k)y 0 


Trong đó I(xo, yo) là tâm vị tự. Ta có R 1 = \k /? => k = ± 


3 


• Khi k = ^- thì ta có: < 
3 


._ 2 _ , 1 _ 

X =—x +—x 0 

2 1 vàV (U) :/ 1 (5;4)e(C)^/ 2 (0,l)e(C’) 

y, = v + 3 y » 


Nên ta có: x 0 = -10,y 0 =-11. Vậy phép vị tự có I(-10, -11) và k = -7- biến (C) thành (C’). 
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• Khi k = — ^~ thì ta có: < 
3 


. 2 5 

x 3 X+ I X ° 

... 2 , 5 

y = íỹ V+ T» 


và v a l) v u n : /,(5;4)s (C) -» /,(0,1)6 (C) 


Nên ta có: x 0 = 2,y 0 = 1. Vậy phép vị tự V ự k) có 1(2, 1) và k = —— biến (C) thành (C’). 

Bài 7.5. Trong mặt phẳng hệ trục toạ độ Oxy, cho hai đường tròn (C): (x - l) 2 + (y - 3) 2 = 1 và 
(C’):(x-3) 2 + (y-4) 2 = 4. 

Xác định phép vị tự biến đường tròn (C) thành đường tròn (C’). 

HD&Giải 

Phép vị tự biến đường tròn (C) thành đường tròn (C’) là: 

• Tâm vị tự I(-2, 3) và tỉ số vị tự k = 2 

• Tâm vị tự 1(2, 3) và tỉ số vị tự k = - 2 _ 

Bài 7.6. 

Cho tam giác ABC. Gọi M, N, p lần lưọt là trung điểm của các cạnh BC, AC và AB. Chứng minh rằng có 
một phép vị tự biến tam giác ABC thành tam giác MNP. 

HD&Giải 

Gọi G là trọng tâm tam giác ABC, khi đó: GM = GA,GN = GB,GP = ơc. Suy ra, phép vị tự 
tâm G, tỉ số k = biến tam giác ABC thành tam giác MNP. 


A 



Bài 7.7. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn và H là trực tâm. Tìm ảnh của tam giác ABC qua phép vị tự 

tâm H, tỉ số k = — . 

2 

HD&Giái 

Ảnh của tam giác A, B, c qua phép vị tự V, . X là 

- [hì] 

A’, B’ và C’ lần lượt là trung điếm các cạnh HA, 

HB, HC. Vậy Vf > : ÍAABC) -» AA'B'C' 

N) 


A 



Bài 7.8. Tam giác ABC có hai đỉnh B,c cố định còn A chạy trên đường tròn (0,R) cố định không có điểm 
chung với đường thắng BC. Tìm quỳ tích trọng tâm G của tam giác ABC. 

HD&Giải 

Gọi I là trung điểm BC thì I cố định. Điểm G là trọng tâm của tam giác ABC khi và chỉ khi IG = ^IA . 

Như vậy, phép vị tự tâm I tỉ số ^ biến điểm A thành điểm G 

Từ đó, suy ra khi A chạy trên đường tròn (0,R) thì quỳ tích G là ảnh của đường 
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tròn đó qua phép vị tự V, tức là đường tròn (O’,R’) mà 10' = —10 và R' = —R 



Bài 7.9. Cho tam giác ABC với trọng tâm G, trực tâm H và tâm đường tròn ngoại tiếp o. Chứng minh 

rằng GH = -2 GO ( như vậy khi ba điếm G, H, o không trùng nhau thì chúng cùng nằm trên một đường 
thằng, được gọi là đường thắng ơ-le). 


HD&Giải 

Gọi A’, B’ và C’ lần lưọt là trung điếm của các 
cạnh BC, CA, AB của tam giác ABC. 

Ta CÓƠA' _L BC màBC//B’C’ nên OA'LB'C'. 

Tương tự, ta cũng có OB ' _L A'C' . Vậy o là trực 
tâm của tam giác A’B’C\ 

Vì G là trọng tâm của tam giác ABC nên 

GÃ = -2GÃ',GB = -2GB' và GC = -2 GC' . Bởi 
vậy phép vị tự Vj G _ 2 ) : AA'Z?'C' —» AABC 

Điểm o là trực tâm của tam giác A’B’C’ nên 
V (G _ 2) :0 —> H => GH = -2 GO . Điểu này chứng 



tỏ ba điẽm G, H, 0 thăng lĩàng. _ 

Bài 7.10. 

Cho tam giác ABC và đi êm M thuộc cạnh AB. Qua M vẽ các đường thăng song song với trung tuyên 
AAi và BB 1 cắt BC, CA tại p và Q. Tìm quỳ tích các điểm s sao cho tứ giác MPSQ là hình bình hành. 


HD ỉa Giải 


Gọi E, F lần lượt là giao điếm của MQ, MP với 
AAi và BBi, G là trọng tâm tam giác ABC. Khi 
đó: 


Khi M thuộc cạnh AB thì s thuôc đoạn AiBi là 
nảh của AB qua V, 

G,-ỉ 

l 2 


ME _ MQ ME _ BG _ 2 
BG BB t ~MQ BB X 3 

Tương tự: MF = ^ MP 



Ta có :MG = ME + EG = ịMQ + ịMP = ịMS. 

3 3 3 


Suy ra: GS = -ịũM 

Do đó: s là ảnh của M qua phép vị tự tâm G, tỉ số 


Vậy quỳ tích s là đoạn thăng AịBi- 



k 


1 


2 
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c. BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 


GV. Lư Sĩ Pháp 


Bài 7.11. Trong mặt phắng Oxy, cho đường thẳng d: X + 2y + 4 = 0. 

a) Hãy viết phương trình đường thắng di là ảnh của d qua phép vị tự tâm o tỉ số k = - 3 

b) Hãy viết phương trình đường thẳng d 2 là ảnh của d qua phép vị tự tâm 1(1 ;2) tỉ số k = 

Bài 7.12 . Trong mặt phẳng Oxy, cho đường tròn (C) có phương trình ịx — 2Ỵ +(y + 3 ) = 16 . Hãy viết 
phương trình của đường tròn (C’) là ảnh của (C) qua phép vị tự tâm 1(1; 2) tỉ số k = - 2. 
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§8. PHÉP ĐỒNG DẠNG 


GV. Lư Sĩ Pháp 


A. KIÉN THỨC CẦN NẲM 

1. Đỉnh nghĩa 

Phép biến hình F gọi là phép đồng dạng tỉ số k (k > 0) nếu với hai điếm bất kì M, N và ảnh M’, N’ 
tương ứng của chúng, ta luôn có M’N’ = k.MN 
Nhân xét: 

Phép dời hình là phép đồng dnạg tỉ số 1. 

Phép vị tự tỉ số k là phép đồng dạng tỉ số ịkị 

Neu thực hiện liên tiếp hai phép đồng dạng thì được một phép đồng dạng. 

Mọi phép đồng dạng F tỉ số k đều là họp thành của một phép vị tự V tỉ số k và một phép dời hình 
D. 

2 . Tính chất 

Phép đồng dạng tỉ số k: 

Biên ba diêm thăng hàng thành ba diêm thăng hàng và bảo toàn thứ tự giữa các diêm ây; 

Biến một đường thẳng thành một đường thẳng, biến tia thành tia, biến đoạn thắng thành đoạn 
thẳng; 

- Biến tam giác thành tam giác đồng dạng với tam giác đã cho và , biến góc thành góc bằng nó; 
Biến một đường tròn có bán kí nh R thành đường tròn có bán kính k.R. 

Đăt biêt : Phép đồng dạng có một điểm kép o duy nhất là tích giao hoán của một phép vị tự và một phép 
quay có cùng tâm o. khi đó, kí hiệu: Z (o k tp) = Q {ũ(p yV (ok) = V {ok yQ ị0ip) , o được gọi là tâm đồng dạng. 

3. Hình đồng dang 

Hai hình gọi là đồng dạng với nhau nếu có phép đồng dạng biến hình này thành hình kia 

4. Biểu thức toa đô của phép đồng dang Zụ kip } 


Trong mặt phang với hệ toạ độ vuông góc Oxy, cho phép đồng dạng Zụ k ^ và M(x; y) 
Gọi M\x'-y') = Z [lkọ) (M) 


Khi tâm I trùng với gốc toạ độ o, toạ độ điểm M’ là 
Khi tâm /(x 0 ,y 0 ), toạ độ điểm M’ là 


x' = k(xcosẹ?-ysin^) 
y' = kị^xsirup+y COSỘ?) 

X X Q = k [(x - x ữ ) cos ọ-(y-y ữ ) sin ọ~ị 
yy 0 = k [(.X - x 0 ) sin ạ> + (y - y 0 ) cos (p\ 


B. BÀI TẬP 


Bài 8.1. Cho hình chữ nhật ABCD, AC và BD cắt nhau tại I. Gọi H, K, L, và J lần lượt là trung điểm cùa 

AD, BC, KC, và IC. Chứng minh rằng: 

a) Hai hình thang JLKI và IHAB đồng dạng với nhau. 

b) Hai hình thang JLKI và IHDC đồng dạng với nhau. 

HD&Giải 

a) Gọi M là trung điếm AB. Phép vị tự tâm 
c, tỉ số 2 biến hình thang JLKI thành 
hình thang IKBA. Phép đối xứng qua 
đường thẳng IM biến hình thang IKBA 
thành hình thang IHAB. Do đó phép 
đồng dạng có được bằng cách thực hiện 
liên tiếp hai phép biến hình trên biến 
hình thang JLKI thành hình thang IHAB. 

Từ đó suy hai hình thang JLKI và IHAB 


đồng dạng với nhau, 
b) Tương tự: Phép đối xứng tâm I biến 
hình thang IHDC thành hình thang 

IKBA. Phép vị tự tâm c tỉ số ^ biến 

hình thang IKBA thành hình thang 
JLKI. Do đó hai hình thang JLKI và 
IHDC đồng dạng với nhau. 
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GV. Lư Sĩ Pháp 



Bài 8.2. Cho tam giác ABC. Xác định ảnh của nó qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên 
tiếp phép vị tự tâm B tỉ số ^ và phép đối xứng qua đường trung trực của BC. 


HD ỉa Giải 


Gọi A’, C’ tương ứng là trung điếm của AB và 


BC. Phép vị tự tâm B, tỉ số V biến tam giác ABC 


thành tam giác A’BC’. Phép đối xứng qua đường 
trung trực cạnh BC biến tam giác A’BC’ thành 
tam giác A”CC\ Vậy ảnh của tam giác ABC qua 
phép đồng đó là tam giác A”CC\ 



Bài 8.3. Trong mặt phẳng Oxy, cho đường thẳng d có phương trình X + y - 2 = 0. Viế phương trình 
đường thẳng d’ là ảnh của d qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm I(- 

1, -1) tỉ số k = — và phép quay tâm o góc -45°. 


HD&Giâi 


Gọi di là ảnh của d qua phép vị tự tâm I(-l, -1) tỉ số 



. Vì di song song hoặc trủng với d nên phương 


trình của nó có dạng: X + y + c = 0 

Lấy điểm M(l, 1) thuộc d, V, : M —> M' = ỡe d l 

ri) 


Ỵậy phương trình của dp X + y = 0. 

Ảnh của di qua phép quay tâm o góc -45° là đường thẳng Oy. 
Vậy phương trình của d’: X = 0 


Bài 8.4. Trong mặt phẳng Oxy, cho đường thẳng d có phương trình: X = 2 Vĩ . Hãy viết phương trình 
đường thẳng d’ là ảnh của d qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm o 


tỉ sô k = — 
2 


và phép quay tâm o góc quay 45°. 


HD&Giái 


Gọi di là ảnh của d qua phép vị tự tâm o tỉ số k = thì phương trình của di: X = \Ỉ2 

Gọid’ là ảnh của di qua phép quay tâm o góc quay 45°. Lấy aỊV 2,oj và bỤ 2,-VVj thuộc di thì ảnh 


của nó qua phép quay nói trên là A’(l,l) và B’(2,0) thuộc d’. 

Vậy phương trình d’: X + y - 2 = 0. 

Bài 8.5. Trong mặt phẳng Oxy, cho đường tròn (C): (x - l) 2 + (y - 2) 2 = 4. Hãy viết phương trình đường 
tròn (C’) là ảnh của (C) qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm o tỉ số 
k = -2 và phép đối xứng trục Ox. 

HD&Giải 

Dề thấy bán kí nh của (C’) là R’ = 4. Tâm I’ của (C’) là ảnh của tâm 1(1,2) của (C) qua phép đồng dạng 
nói trên. V (o _ 2) : 7(1,2) -* /,(-2,-4) vàĐ 0x : /,(-2,-4) -> /'(-2,4) 

Vậy phương trình đường tròn (C’): (x + 2) 2 + (y - 4) 2 = 16 _ 

Bài 8.6 . Trong mặt phắng với hệ toạ độ vuông góc Oxy, cho (Ọ = 45° và k = 2. 
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GV. Lư Sĩ Pháp 


a) Viết biểu thức toạ độ của phép đồng dạng Z (0 Ả p) 

b) Viết phương trình đường tròn (C’) là ảnh của đường tròn (C): X 2 + y 2 - 2x - 3 = 0 qua phép đồng dạng 

Z(0,k,<p) ' 

HD&Giải 

a) Phép đồng dạng Z {okỉp) = Z^ oA4s0 J : M(x;y) -» Aí'(*';/) 


M’ có toạ độ là 


x' = 2(xcos45° -y sin45°Ị 
y' = 2Ịxsin45° + ycos45° j 


x' = \Ỉ2(x-y) 
’’ = 4ĩ{x + y) 


(*) 


b) z :M(x;y)e (C) -> M\x'-y ')e (C'). Từ (*) ta có 


_ V 2 / / /\ 

21 thay vào phương trình 

,._v2/ , /\ 


đường tròn (C), ta có được: (x') 2 + (y') 2 -2\Í2x'-2\Í2y'-l2 = 0 

Vậy phương trình đường tròn (C’): X 2 + y 2 - 2^2 X - 2 V 2 y -12 = 0 
Cách khác : Tâm và bán kính đường tròn (C) là 1(1; 0), R = 2 

Khi đó, ta có Z| o A45 „): 7(1; 0) e (C) / '(* y ') e (C') => I ' (V 2 ; V 2 Ị và R’ = 2R = 4 


Vậy phương trình đường tròn (C’): ịx-\Ỉ2.Ỵ + ịy--j2. Ỵ =16 


Bài 8.7 . Trong mặt phăng với hệ trục toạ độ vuông góc Oxy, cho diêm 1(1; 1) và đường tròn tâm I bán 
kính 2. Viết phương trình của đường tròn là ảnh của đường tròn trên qua phép đồng dạng có được bằng 

cách thực họên liên tiếp phép quay tâm o, góc 45° và phép vị tự tâm o, tỉ số \Ỉ2 . 

HD&Giải 

Phép đồng dạng Z [o k ọ] = z : 7(1; 1) y') 


I’ có toạ độ là 


x' = V 2 (xcos45° -ysin45° j 
y' = -\/2(xsin45 0 +y Cơs45° j 




|x =x—y 
|y’ = x + y : 


7'(0;2) 


Vậy phương trình của đường tròn tâm I bán kính 2 là phương trình đường tròn tâm I’(0; 2) bán kính 
2 V 2 . Phương trình đó là: X 2 + (y - 2) 2 = 8. 


Bài 8.8. Trong mặt phang với hệ toạ độ vuông góc Oxy, xét phép biến hình F biến mồi điếm M(x; y) 
thành điểm M’(2x - 1; - 2y + 3). Chứng minh F là một phép đồng dạng. 

— HD&Giải 

Lấy điểm N(xi; yi), thì điểm N’(2xi - 1; -2yi + 3) = F(N). Ta có 
M’N’ 2 = (2xi - 2x)- + (-2yi + 2y) 2 = 4[(xj - 2) 2 + (yj - y) 2 ] = 4MN 2 

Từ đó suy ra với hai điếm M, N tuỳ ý và M’, N’ lần lượt là ảnh của chúng qua F ta có M’N’ = 2MN. 

Vậy F là một phép đồng dạng với tỉ số đồng dạng là 2. _ 

Bài 8.9. Cho đường tròn (O), đường kính AB = 27?. M là một điểm bất kì trên (O). Dựng hình vuông 
AMNP có các đỉnh theo chiều dương. Tìm quỳ tích các điểm N. 

HD&Giải 

V, s . :Af'-» V 

Ta có AN = 42 AM và góc (AM,AN) = 45° 

Phép quay Q, , : M —> M ' và phép vị tự ra: ^(a.V2,45°) ^[a,S) 0 ^(a,45°) : M —■> N 

1 A ' 45 ) V ( 

Vậy M thuộc đường tròn (O), đường kính AB = 
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2R nên N thuộc đường tròn (O’) là ảnh của (O) 
qua phép đồng dạng z, ^ u . có tâm O’ là trung 


điểm của cung AB và bán kính R' = \Ỉ2R 



Bài 8.10. Chứng tỏ rằng phép đồng dạng F biến tam giác ABC thành tam giác A’B’C’ thì trọng tâm, trực 
tâm, tâm đường tròn ngoại tiếp của tam giác ABC lần lượt thành trọng tâm, trực tâm, tâm đường tròn 
ngoại tiếp tam giác A’B’C\ 

HD 23. Giải 

Gọi D là trung diêm của BC thì phép đông dạng F biên diêm D thành diêm D’ của đoạn thăng B'C’và 
vì thế trung tuyến AD của tam giác ABC biến thành trung tuyến A’D’ của tam giác A’B’C\ Đối với 
hai trung tuyến còn lại cũng thế. Vì trọng tâm tam giác là giao điểm của các đường trung tuyến nên 
trọng tâm G của tam giác ABC biến thành trọng tâm G’ của A’B’C\ 

Gọi Ah là đường cao của tam giác ABC (H e BC ). Khi đó phép đồng dạng F biến đường thẳng AH 
thành đường thẳng A’H’. Vì AH _L BC nên A'H' _L B'C '. Nói cách khác A’H’ là đường cao của tam 
giác A’B’C’. Đối với hai đường cao còn lại ta cũng làm như thế. Vì trực tâm là giao điếm của các 
đường cao nên trực tâm của tam giác ABC thành trực tâm của tam giác A’B’C’. 

Gọi o là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC thì OA = OB = oc nên nếu điểm o biến thành O’ 
thì 0’A’ = 0’B’ = 0’C’ = kOA = kOB = kOC. Do đó O’ là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
A’B’C\ 


C. BÀI TẶP ĐỀ NGHỊ 

Bài 8.12. Trong mặt phăng Oxy, cho đường tròn (C): (x - 1) + (y - 2) = 4. Hãy viêt phương trình đường 
tròn (C’) là ảnh của (C) qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm o tỉ số 
k = 2 và phép đối xứng trục Oy. 

Bài 8.13 . Trong mặt phang toạ độ Oxy, cho đường tròn tâm 1(1; -3) bán kí nh 2. Viết phương trình ảnh của 
đưòưg tròn tâm (I; 2) qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiên liên tiếp phép vị tự tâm o tỉ số 3 
và phép đối xứng qua trục Ox. 

Bài 8.14. Cho tam giác ABC vuông tại A, AH là đường cao kẻ từ A. Tìm một phép đồng dạng biến tam 
giác HBA thành tam giác ABC. 
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ÔN TẬP CHƯƠNG I 


Bài 1 . Cho lục giác đều ABCDEF tâm o. Tìm ảnh của tam giác AOF 

a) Qua phép tịnh tiến theo vectơ AB 

b) Qua phép đối xứng qua đường thẳng BE 

c) Qua phép quay tâm o góc 120°. 

~ HD&Giải 

a) Phép tịnh tiến theo vectơ AB biến tam 
giác AOF thành tam giác BCO 

b) Phép đối xứng qua đường thắng BE biến 
tam giác AOF thành tam giác DOC 

c) Phép quay tâm o góc 120° biến tam giác 
AOF thành tam giác COB. 


Bài 2. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho điểm A(-l;2) và đường thẳng d: 3x + y + 1 = 0. Tìm ảnh của A 
và d 

a) Qua phép tịnh tiến theo vectơ v(2; 1) 

b) Qua phép đối xứng trục Oy 

c) Qua phép đối xứng qua gốc toạ độ 

d) Qua phép quay tâm o góc 90° 

HD&Giải 

Gọi A\ d’ lần lượt là ảnh của A và d qua các phép biến hình trên 

a) A’(l; 3) vàd : 3x + y-6 = 0 

b) A’(l; 2) và d’: 3x-y - 1 = 0 

c) A’(l; -2) và d’: 3x + y - 1=0 

d) A’(-2; -1) và d’: X - 3y - 1 = 0. _ 

Bài 3. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho đường tròn tâm 1(3; -2) và bán kí nh R = 3 

a) Viết phương trình của đường tròn đó. 

b) Viết phương trình ảnh của đường tròn (I; 3) qua phép tịnh tiến theo vectơ v(-2;l). 

c) Viết phương trình ảnh của đường tròn (I; 3) qua phép đối xứng trục Ox. 

d) Viết phương trình ảnh của đường tròn (I; 3) qua phép đối xứng gốc toạ độ. 

HD ỉa Giải 

a) Phưoưg trình đường tròn (C): (x - 3) + (y + 2) =9. Gọi (C’) ảnh của đường tròn qua các phép 
biến hình trên. 

b) TẠC) -»(C') suy ra (C’): (x - l) 2 + (y + l) 2 = 9. 

c) Đox (C) (C), suy ra (C’) : (x - 3) 2 + (y - 2) 2 = 9. 

d) Đọ (C) -» (C), suy ra (Ọ: (x + 3) 2 + (y - 2 f = 9. __ 

Bài 4. Cho hình chữ nhậ ABCD. Gọi o là tâm đối xứng của nó. Gọi I, F, J, E lần lưọt là trung điểm của 
các cạnh AB, BC, CD, DA. Tìm ảnh của tam giác AEO qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện 
liên tiếp phép đối xứng qua đường thắng u và phép vị tự tâm B, tỉ số 2. 

HD&Giái 

Phép đối xứng qua đường thẳng n biến tam giác phép đồng dạng trên biến tam giác AEO thành 

AEO thành tam giác BFO. Phép vị tự tâm B tỉ số 2 tam giác BCD. 

biến tam giác BFO thành tam giác BCD. Vậy 



c D 
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Bài 5. Cho hai điếm A, B và đường tròn tâm o không có điểm chung với đường thẳng AB. Qua mồi 
điêm M chạy trên đường tròn (O) dựng hình bình hành MABN. 

a) Chứng minh rằng điểm N thuộc một đường tròn xác định. 

b) Tìm quỳ tích trọng G của tam giác ABM. 

HD&Giái 


a) Vì MN = AB không đổi, nên có thể xem N 
là ảnh của điếm M qua phép tịnh tiến theo 

vectơ AB . Do đó khi M chạy trên đường 
tròn (O) thì N chạy trên đưòưg tròn (O’) là 
ảnh của (O) qua phép tịnh tiến theo vectơ 

ĂB. 

b) Gọi I là trung điểm của AB và G là trọng 


tâm của tam giác ABC thì IG = ^ĨM 


Vậy V 


'.Ọ 

V ’3, 


biến điểm M thành điểm G. Từ 


đó suy ra quỳ tích diêm G là đường tròn ảnh 


của (O; R) qua phép vị tự V 


/•£ 



Bài 6. Cho hai điểm phân biệt A, B và đường thẳng d song song với đường thẳng AB. Điểm c chạy trên 
đường thăng d. Tìm tập họp các trọng tâm của tam giác ABC. 


HD&Giải 

Gọi I là trung điểm của AB, khi đó I cố định và trọng tâm G của tam giác ABC thuộc đường thắng CI sao 

— i£- ^ , J T 

cho IG = £/C . Do đó G là ảnh của c qua V 7,4- 
3 l 3/ 


Vậy khi c chạy 


trên đường thắng d thì G chạy trên đưòưg thẳng d’ là ảnh của d qua phép V 



\ 


c d 



Bài 7. Cho đường tròn (O) và điếm I không nằm trên đường tròn đó. Với mỗi điếm A thay đổi trên đường 
tròn, dựng hình vuông ABCD có tâm I. 

a) Tìm quỳ tích điểm c 

b) Tìm quỹ tích mỗi điếm B và D 

c) Khi điếm I trùng với o, có nhận xét gi về ba quỳ tích trên ? 


HD&Giải 

a) Phép đối xứng tâm Đi biến điểm A thành 
điểm c. Vậy quỳ tích điểm c là đường 


tròn (Oi) là ảnh của đường tròn (O) qua 
phép đối xứng đó. 
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71 ' 7 ^- 

b) Phép quay Q tâm I góc quay y biên điêm s 



A thành điếm B và phép quay Q’ tâm I góc „ • 

\ u 2 

71 , , , \ 

quay biên điêm A thành điêm D. Suy \ B 

/ V 

0 ) 

4 J 

2 ^ - ^ 

ra quỳ tích B và D lần lượt là đường tròn 
(Oọ), (O 3 ) là ảnh của đường tròn (0) qua 
phép quay Q và Q’. 

c) Khi I trùng với 0 thì Oi, O 2 , O 3 cũng trùng £* 

với 0 nên ba quỳ tích nói trên đều là Ị 

đường tròn (0). • 

V Uí 




D 

'o 3 ) 

Bài 8. Cho tam giác ABC và các điểm M, N, P lần lươt là trung điểm các canh BC, CA và AB. 

a) Xét bốn tam giác APN, PBM, NMC, MNP. Tìm một phép dời hình biến tam giác APN lần lượt thành 
ba tam giác còn lại. 

b) Phép vị tự nào biến tam giác ABC thành tam giác MNP ? 


HD&Giăi 


a) Phép tịnh tiến theo T— biến tam giác APN 
thành tam giác PBM. 

Phép tịnh tiến theo T— biến tam giác APN 

thành tam giác NMC. 

Gọi J là trung điếm của PN. Phép đối xứng 
tâm Đj biến tam giác APN thành tam giác 
MNP 

b) Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC 

Ta có GM = ~GÂ,GN = ~GB và 
2 2 


= -7- biến tam giác ABC thành tam giác 
MNP. 


A 




Bài 9. Cho đường (0; R) và điểm A cố đinh. Môt dâv cung BC thav đổi của (0; R) có đô dài không đổi 

BC = m. Tìm quỳ tích điểm G sao cho GA + GB + GC = 0 . 

HDỉsGiải 


Gọi I là trung điếm của BC. ta có 

GA + GB + GC = 0 khi và chỉ khi AG = —AI, tức 

B 

3 


, 2 . 
là phép vi tư tâm A tỉ sô — biên diêm I thành 

/ ^ / \\\ 

3 


điểm G. ' " 

- 1 -/ 1 

Trong tam giác OIB, ta có ^ 

ỉ / A 2 

OI = ^OB 2 -IB 2 =,\r 2 - — =R' 

ỵ U J 

Nên quỳ tích điếm I là đường tròn (0; R’) hoặc là 

0 (nếu lấy m = 2R). Do đó quỳ tích điểm G là ảnh 
của điếm I qua phép vị tự đó. 

1 0 

Bài 10. Cho đường thẳng d và điểm G không nằm trên d. Với hai điểm A, B thav đổi trên d, ta lấy điểm c 
sao cho G là trọng tâm tam giác ABC. Tìm quỳ tích diêm c. 
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HD&Giải 

Gọi M là trung điểm của AB thì phép vị tự V tâm G tỉ số k = - 2 biến điểm M thành điểm c. Vì M di 
chuyến trên d nên quỳ tích của c là ảnh của d qua phép vị tự V. 

BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 

Bài 11 . Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho các điếm A(l;l), B(0;3), C(2;4). Xác định ảnh của tam giác 
ABC qua các phép biến hình sau: 

a) Phép tịnh tiến theo vectơ u = (2; 1) 

b) Phép quay tâm o góc 90° 

c) Phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm o tỉ số k = - 2 và phép tịnh 
tiến theo vectơ V = (1; 2). 

d) . 

Bài 12. Cho hình vuông ABCD, tâm o. Vẽ hình vuông AOBE. 

a) Tìm ảnh của hình vuông AOBE qua phép quay tâm A, góc (AO,AD) 

b) Tìm phép biến hình biến hình vuông AOBE thành hình vuông ADCB 

Bài 13 . Trong mặt phẳng Oxy. Cho V = (2; -1), đường thẳng (d): 2x -3y + 3 = 0 và (di): 2x - 3y - 5 = 0. 

a) Viết phương trinh của đường thẳng (d’) là ảnh của (d) qua T . 

b) Tìm toạ độ của vectơ vv có giá vuông góc với đường thẳng (d) đế (di) là ảnh của (d) qua T-. 

Bài 14. Cho đường tròn tâm o, bán kính R. Lấy một điếm M trên đường tròn. Gọi M’ là ảnh của M qua 
phép tâm o góc quay 30° và M” là ảnh của M’qua phép đối xứng qua đường thẳng OM. Chứng minh 
rằng OM’M” là tam giác đều. 

Bài 15 . Cho hình vuông ABCD tâm o. M, N lần lượt là trung điếm của AB và AO. Tìm ảnh của tam giác 
AMN qua phép quay tâm o góc quay 90°. 

Bài 16. Trong mp Oxy cho đường thắng d: X + y - 2 = 0. Viết phương trình đường thẳng d’ là ảnh của d 
qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm I(-l; -1) tỉ số k = ^ và phép 
quay tâm o góc -45°. 

Bài 17 . Trong mp Oxy, cho đường tròn (C): (x - l) 2 + (y + 2) 2 = 4. Hãy viết phương trình đường tròn 
(C’) là ảnh của (C) qua phép đồng dạng có được bằng cách phép vị tự tâm o tỉ số k = -2 và phép T- với 

v = (2;-l). 

Bài 18 . Trong mp Oxy, cho điếm 1(1; 1) và đường tròn tâm I bán kính 2. Viết phương trình của đường 
tròn là ảnh của đường tròn trên qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép quay tâm 

o góc 45° và phép vị tự tâm o tỉ số k = \l 2 . 

Bài 19. Cho hình bình hành ABCD tâm o với B, D là 2 điếm cố định, điếm A di động trên đường thẳng 
vuông góc với BC. Tìm quĩ tích diêm c. 
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CHƯƠNG I. PHÉP DỜI HÌNH VÀ PHÉP ĐÔNG DẠNG TRONG MẶT PHANG 

PHẦN TRẮC NGHIỆM 


Câu 1: Trong các hình dưới đây, hình nào có vô số tâm đối xứng ? 

A. Đường elip. B. Hình lục giác đều. 

c. Hai đường thắng song song. D. Hai đường thẳng cắt nhau. 

Câu 2: Cho hai đường thẳng song song d và d' . Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến d thành d' ? 

A. Vô số. B. Một. c. Không có. D. Hai. 

Câu 3: Trong mặt phẳng Oxy , cho đường thẳng d có phưoưg trình 2x-y-3 = 0. Viết phương trình 

(ơ) là ảnh của đường tròn (C): X 2 + y 2 - 10.1' - 4y + 27 = 0 qua phép phép đối xứng trục d. 

A. (jt + l) 2 +(y + 4) 2 =2. B. (*-l) 2 +(y-4) 2 =2. 

c. (x-5) 2 +(y-2) 2 =16. D. (*-2) 2 +(y-3) 2 =4. 

Câu 4: Trong mặt phẳng Oxy , cho V - (2;l) và điểm m(4; 5 ). Trong các điếm dưới đây, M là ảnh của 
điểm nào dưới đây qua phép tịnh tiến theo vectơ V. 

A. M 4 (3;3). B. M 3 (2;ó). c . Af,(2;4). D. Af 2 (6;6). 

Câu 5: Trong mặt phẳng Oxy , cho điểm /(l;l) và đường tròn tâm I bán kính 2. Viết phương trình của 
đường tròn là ảnh của đường tròn trên qua phép đồng dạng có được bằng cách thực họên liên tiếp phép 
quay tâm o, góc 45° và phép vị tự tâm o, tỉ số V 2 . 

A. (x-l) 2 +(y-l) 2 =4. B. (x + l) 2 +(y-2) 2 = 8. 

c. (x- 2 ) 2 +y 2 =8. D. x 2 +(y-2) 2 =8. 

Câu 6: Hình gồm hai đường tròn có tâm và bán kính khác nhau có bao nhiêu trục đối xứng ? 

A. Một. B. Vô số. c. Hai. D. Không có. 

Câu 7: Cho hình chữ nhật có o là tâm đối xứng. Hỏi có bao nhiêu phép quay tâm o góc a,0 < a < 2ĩĩ, 
biến hình chữ nhật trên thành chính nó ? 

A. Không có. B. Bốn. c. Hai. D. Ba. 

Câu 8: Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , cho điểm M (.r;y). Tìm tọa độ ảnh của M qua phép đối xứng trục 
Ox. 

A. (x;-y). B. (ỵ,-x). c. (~x;y). D. (-y;-x). 

Câu 9: Trong các hình dưới đây, hình nào không có tâm đối xứng ? 

A. Hình gồm một đường tròn và một tam giác đều nội tiếp. 

B. Hình lục giác đều. 

c. Hình gồm một hình vuông và đường tròn nội tiếp. 

D. Hình gồm một đường tròn và một hình chữ nhật nội tiếp. 

Câu 10: Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Phép đối xứng tâm có đúng một điếm biến thành chính nó. 

B. Phép đối xứng tâm có hai điếm biến thành chính nó. 

c. Phép đối xứng tâm không có điểm nào biến thành chính nó. 

D. Phép đối xứng tâm có vô số điểm biến thành chính nó. 

Câu 11: Hình gồm hai đường tròn phân biệt có cùng bán kính có bao nhiêu tâm đối xứng ? 

A. Vô số. B. Không có. c. Một. D. Hai. 

Câu 12: Trong mặt phẳng Oxy , cho điểm A7 (2; 3 ).Trong các điểm dưới đây, M là ảnh của điểm nào 

dưới đây qua phép đối xứng trục Oy. 

A. M 4 (-2;3). B. M 3 (3;-2). c. M 2 (3;2). D. M 4 (2;-3). 
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Câu 13: Mệnh đề nào dưới đây sai ? 

A. Hai hình chữ nhật bất kì luôn đồng dạng. B. Hai đường tròn bất kì luôn đồng dạng, 

c. Hai đường thẳng bất kì luôn đồng dạng. D. Hai hình vuông bất kì luôn đồng dạng. 

Câu 14: Trong mặt phẳng Oxy , cho điểm M (1;5| và đường thẳng d có phương trình X - 2y + 4 = 0. Tìm 
tọa độ ảnh của M qua phép đối xứng trục d. 

A. (2;l). B. (l;3). c. (3;2). D. (3;l). 

Câu 15: Trong mặt phang Oxy , cho đưòưg thẳng A:x = 2. Trong bốn đường thẳng cho bởi các phương 
trình sau đường thắng nào là ảnh của A qua phép đối xứng tâm o ? 

A. x = 2. B. y = 2. C.y = -2. Đ.x = -2. 

Câu 16: Hình vuông có mấy trục đối xứng ? 

A. 2. ° B. 1. C.Vôsố. D. 4. 


Câu 17: Trong mặt phẳng Oxy , cho điểm M(-2;4).Hỏi phép vị tự tâm o tỉ số k = — 2 biến điểm M 
thành diêm nào trong các diêm dưới đây ? 

A.//(-8;4). B./(4;-8). c. tf(4;8). D. /(-4;-8). 

Câu 18: Trong mặt phẳng Oxy , cho đường thẳng d có phương trình x + y- 2 = 0. Viế phương trình 
đường thẳng d' là ảnh của d qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm 

/ (—1; — 1) tỉ số k = — và phép quay tâm o góc 45°. 

A. x + 2y-l = 0. B. y = 0. c. x + y = 0. D. x = 0. 

Câu 19: Trong mặt phẳng Oxy , cho V = (1;2 j và điểm 2; 5 ). Trong các điểm dưới đây, điểm nào là 
ảnh của điểm M qua phép tịnh tiến theo vectơ V. 

A. M 3 (l;6). B. M 2 (4;7). c. M 4 (3;l). D. M,(3;7). 

Câu 20: Trong mặt phẳng Oxy , cho điểm M (2; 3 ). Trong các điểm dưới đây, điểm nào là ảnh của điểm 
M qua phép đối xứng qua đường thẳng x-y = 0. 

A. P(2;-3). B. ô(3;-2). c. k(-2;3). D. v(3;2). 


Câu 21: Trong mặt phắng toạ độ Oxy , cho điểm M (x;y). Tìm tọa độ ảnh của M qua phép đối xứng trục 
Oy. 

A. (y;x). B. (-x;-y). c. l~x;y). D. (y;-x). 

Câu 22: Mệnh đề nào dưới đây sai? 

A. Phép dời hình là một phép đồng dạng. B. Phép đồng dạng là một phép dời hình, 

c. Phép vị tự là một phép đồng dạng. D. Có phép vị tự không phải là phép dời hình. 

Câu 23: Trong mặt phẳng Oxy , cho đường thẳng d:3x-2y-ì = O.Tìm ảnh của đường thẳng d qua phép 
đối xứng tâm o. 

A. d 3 : 3x + 2y- 1 = 0. B. d l : 3x-2y + 1 = 0. c. d 4 : 3x + 2y + 1 = 0. D. d 2 : 3x-2y-\ = 0. 

Câu 24: Có bao nhiêu điếm biến thành chính nó qua phép quay tâm o góc a ^ k2ĩĩ,k là một số nguyên ? 
A. Một. B. Vô số. c. Không có. D. Hai. 


Câu 25: Trong mặt phẳng Oxy , cho đường thẳng d có phương trình X = 2V2 . Hãy viết phương trình 
đường thẳng d' là ảnh của d qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm o 


tỉ số k = — và phép quay tâm o góc quay 45°. 

A. x + y + 2 = 0. B. y-2 = 0. 

Câu 26: Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Đường tròn là hình có vô số trục đối xứng. 


c. x + y-2 = 0. 


D. x + 2y -3 = 0. 
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B. Một hình có vô số trục đối xứng thì hình đó phải là hình gồm hai đường thắng vuông góc. 
c. Một hình có vô số trục đối xứng thì hình đó phải là đường tròn. 

D. Một hình có vô số trục đối xứng thì hình đó phải là hình gồm những đường tròn đồng tâm. 

Câu 27: Trong mặt phẳng Oxy , cho đường thẳng A : A' - V + 4 = 0. Hỏi trong bốn đường thẳng cho bởi 
các phương trình sau đường thẳng nào có thể biến thành À qua một phép đối xứng tâm ? 

A. 2x + 2y-3 = 0. B.2x + y-4 = 0. c. x + y —1 = 0. D. 2x-2y + l = 0. 

Câu 28: Trong mặt phẳng Oxy, cho điểm M (2; 5 ). Trong các điểm dưới đây, điểm nào là ảnh của điểm 
M qua phép đối xứng trục Ox. 

A. M 3 (-2;3). B. M 4 (3;-2). c. M z (2;-3). D. 

Câu 29: Cho tam giác đều tâm o. Hỏi có bao nhiêu phép quay tâm o góc a,0 < a < 2 K, biến tam giác 
trên thành chính nó ? 

A. Hai. B. Bốn. c. Ba. D. Một. 

Câu 30: Trong mặt phẳng Oxy , cho đường tròn (C): (x -1) + (y + 2j = 4. Hỏi phép vị tự tâm o tỉ số 

k = - 2 biến (C) thành đường tròn nào trong các đường tròn có phương trình dưới đây ? 


A. (x + 2 ) +(y + 4) =16. 

B. (x-4) +(y — 2 ) =16. 

c. (x-2) +(y-4) =16. 

D. (*-4) 2 +(y-2) 2 = 4. 


Câu 31: Trong mặt phắng Oxy , cho đường tròn d :x + y- 2 = 0. Hỏi phép dời hình có được bằng cách 
thực hiện liên tiếp phép đối xứng tâm o và phép tịnh tiến theo vectơ V = (3; 2 ) biến d thành đường thẳng 

nào trong các đường thắng có phương trình dưới đây ? 

A. 3x + 3y-2 = 0. B. x + y-3 = 0. c. x + y + 2 = 0. D. x-y + 2-Q. 

Câu 32: Mệnh đề nào dưới đây sai ? 

A. Phép đối xứng tâm biến đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với nó. 

B. Phép tịnh tiến trục biến đường thắng thành đường thẳng song song hoặc trùng với nó. 
c. Phép đối xứng trục biến đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với nó. 

D. Phép vị tự biến đường thắng thành đường thắng song song hoặc trùng với nó. 

Câu 33: Phép dời hình nào dưới đâyvkhông có tính chất “Biến một đường thẳng thành đường thắng song 
song hoặc trùng với nó ? 

A. Phép tịnh tiến. B. Phép đối xứng trục. c. Phép đối xứng tâm. D. Phép vị tự. 

Câu 34: Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến một đường tròn cho trước thành chính nó ? 

A. Vô số. B. Một. c. Hai. D. Không có. 

Câu 35: Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Thực hiện liên tiếp hai phép đối xứng trục sẽ được một phép đối xứng trục. 

B. Thực hiện liên tiếp hai phép tịnh tiến sẽ được một phép tịnh tiến. 

c. Thực hiện liên tiếp phép quay và phép tịnh tiến sẽ được một phép tịnh tiến. 

D. Thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua tâm và phép đối xứng qua trục sẽ được một phép đối xứng 
qua tâm. 

Câu 36: Trong mặt phắng Oxy , cho đường tròn d : 2x + y - 3 = 0. Hỏi phép vị tự tâm o tỉ số k = 2 biến d 
thành đường thắng nào trong các đường thẳng có phương trình dưới đây ? 

A. 2x + y-3 = 0. B. 4x + 2y-5 = 0. c. 2x + y-6 = 0. D. 4x-y-3 = 0. 

Câu 37: Trong mặt phắng Oxy , cho đường tròn d :x + y- 2 = 0. Hỏi phép vị tự tâm o tỉ số k = -2 biến d 
thành đường thẳng nào trong các đường thẳng có phương trình dưới đây ? 

A. x + y + 4 = 0. B. 2x + 2y = 0. c. x + y —4 = 0. D. x + y —4 = 0. 

Câu 38: Cho hai đường thẳng cắt nhau d và d '. Có bao nhiêu phép đối xứng trục biến d thành d' ? 

A. Một. B. Hai. c. Vô số. D. Không có. 

Câu 39: Cho lục giác đều ABCDEF tâm o, gọi I, J lần lượt là trung điểm của AB và CD có hình vẽ bên. 
Tìm một phép dời hình biến tam giác AIF thành tam giác CJB. 
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A. Phép tịnh tiến theo vectơ AC 

B. Phép quay tâm B góc 120°. 

c. Phép quay tâm o góc 120°. 
D. Phép đối xứng qua trục BO. 


Câu 40: Trong các phép biến hình sau, phép nào không phải là phép dời hình ? 

A. Phép đối xứng trục. B. Phép đồng nhất. 

c. Phép vị tự tỉ số —1. D. Phép chiếu vuông góc lên một đường thắng. 

Câu 41: Trong mặt phẳng Oxy , cho đường tròn (C) :(jc-2) 2 +(y-2j=4.Hỏi phép đồng có được bằng 

cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm o tỉ số k = ^ và phép quay tâm o góc 90° biến (C) thành đường 
tròn nào trong các đường tròn có phương trình dưới đây ? 

A. (x-l) + (y-l) = 1. B. (x-2^ ~+(y-2) =4. 

c. (x + 2) +(y-l) =4. D. (x + l) + (y-l) =1. 

Câu 42: Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , cho V = (-2; 3) và đường thẳng d có phương trình 3x - 5y + 3 = 0 . 

Viết phương trình đường thắng d' là ảnh của d qua phép tịnh tiến theo vectơ V. 

A. 3x-5y + 24 = 0. B. 3x-5y + 16 = 0. c. x + y + 2 = 0. D. 3x + 5y-24 = 0. 

Câu 43: Cho hình vuông ABCD tâm o. Xét phép quay Q có tâm quay o góc quay (Ọ . Với giá trị nào 
dưới đây của (Ọ , phép quay Q biến hình vuông ABCD thành chính nó ? 

A. Ọ = ^r. B. Ọ = ^~. c. Ọ = ^~- D. ọ = y-. 

6 3 4 2 

Câu 44: Trong mặt phẳng Oxy, cho điểm M (2; 4 ). Hỏi phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện 

liên tiếp phép vị tự tâm o tỉ số k = ^vầ phép đối xứng qua trục Oy biến điểm M thành điểm nào trong các 
điểm dưới đây ? 

A. v(l;2). B. Af(-1;2). c. p(~2;4). D. ọ( 1;— 2 ). 

Câu 45: Trong mặt phang Oxy, cho đường thẳng d có phương trình 2x-y-3 = 0. Viếi phương trình 
đường thẳng A' là ảnh của A:x-3y + ll = 0 qua phép đối xứng trục d. 

A. 3x-ỹ-7 = 0. B. 3x + y-17 = 0. c. 3x + y+ 17 = 0. D. 3x + 2y -15 = 0. 

Câu 46: Trong mặt phẳng Oxy , cho điểm M (1; 1). Trong bốn điểm sau điểm nào là ảnh của M qua phép 

quay tâm o, góc 45° ? 

A. ô(l;0). B. vỊo;V 2 j. c. x(-l;l). D. p(V2;oỊ. 

Câu 47: Cho tam giác hình tâm o. Hỏi có bao nhiêu phép quay tâm o góc a .0 < a< 271, biến hình 
vuông trên thành chính nó ? 

A. Bốn. B. Hai. c. Ba. D. Một. 

Câu 48: Mệnh đề nào dưới đâỵ sai ? 

A. Có một phép tịnh tiến biến mọi điếm thành chính nó. 
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B. Có một phép vị tự biến mọi điếm thành chính nó. 

c. Có một phép đối xứng trục biến mọi điểm thành chính nó. 

D. Có một phép quay biến mọi điếm thành chính nó. 

Câu 49: Trong mặt phẳng Oxy , cho các điểm ấ(-3;2),ổ(- 4;5) và C(-l;3).Gọi tam giác A'B'C 'là 

ảnh của tam giác ABC qua phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép quay tâm o góc 90° 
và phép đối xứng qua trục Ox. Tìm toạ độ các đỉnh của tam giác A'B'Ơ. 

A. A'(2;-3),V(5;-4),C'(3;-l). B. A'(2--3),B'(4;5),ơ(-ỉ;3). 

C. A r (-2;3), J B'(5;4),C:'(3;-l). D. A'(2;3),fl'(5;4),c'(-3;l). 

Câu 50: Trong các hình dưới đây, hình nào có bốn trục đối xứng ? 

A. Hình vuông. B. Hình chữ nhật. C. Hình bình hành. D. Hình thoi. 

Câu 51: Trong mặt phang Oxy , cho đường tròn d :2x-y = O.HỎi phép đồng có được bằng cách thực 
hiện liên tiếp phép vị tự tâm o tỉ số k = -2 và phép đối xứng qua trục Oy biến d thành đường thẳng nào 
trong các đường thẳng có phương trình dưới đây ? 

A. 2x + y-2 = 0. B. 2x-y = 0. c. 4x-y = 0. D. 2x + y = 0. 

Câu 52: Trong mặt phẳng Oxy , cho điếm m(1;1).HỎĩ phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên 
tiếp phép đối xứng tâm o và phép tịnh tiến theo vectơ V = (2; 3 ) biến M thành điểm nào trong các điểm 
dưới đây ? 

A. p(2;0). B.//(4;4). c. Ar(l;3). D. ô( 0 ; 2 ). 

Câu 53: Trong mặt phẳng Oxy, cho đường thẳng d: 3.1' - 2y +1 = 0. Tìm ảnh của đường thẳng d qua 
phép đối xứng trục Ox. 

A. d 2 : 3x + 2y -1 = 0. B. d 4 : 3x -2y -1 = 0. C. d 3 : -3x + 2y-\ = 0. D. d 1 : 3x + 2y + 1 = 0. 

Câu 54: Trong mặt phẳng Oxy , cho V = (2;-l) và điểm M (-3;2|. Trong các điểm dưới đây, điểm nào 
là ảnh của điếm M qua phép tịnh tiến theo vectơ V. 

A. M l (-l;l). B. M 2 (5;3). C. M 3 (l;l). D. M 4 (l;-l). 

Câu 55: Trong mặt phẳng Oxy , cho đường thẳng d :2x-y + ỉ = 0. Tìm tọa độ của vectơ Vđể phép tịnh 
tiến theo V biến d thành chính nó. 

A. v=(2;l). B. v=(2;-l). c. v=(l;2). D. v=(-l;2). 

Câu 56: Trong mặt phẳng Oxy , cho đường tròn (C): (x - 1 ) + (y -2) 2 = 4. Hãy viết phương trình đường 

tròn (C’) là ảnh của (C) qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm o tỉ số 
k = — 2 và phép đối xứng trục Ox. 

A. (x-l) +(y-2) =16. B. (x-2) +(y + 4) =16. 

c. (x-2) +(y-4) =16. D. (x + 2 ) + (y-4)" = 16. 

Câu 57: Trong mặt phẳng Oxy , cho điểm /(1;2) và M (2; 3 ). Trong bốn điểm sau điểm nào là ảnh của M 
qua phép đối xứng tâm I ? 

A. P(5;-4). B. y(-l;3). C. H(- 1;5). D. K( 2;l). 

Câu 58: Cho hình vuông ABCD tâm o. Tìm ảnh của đường thẳng BC qua phép quay tâm o góc 90°. 

A. CD. B. AC. C. BA. D. AD. 

Câu 59: Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến một hình vuông thành chính nó ? 

A. Bốn. B. Một. c. Hai. D. Vô số. 

Câu 60: Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến một đường thắng cho trước thành chính nó ? 

A. Không có. B. Vô số. C. Chỉ có hai. D. Chỉ có một. 
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Câu 61: Trong mặt phẳng Oxy , cho đường tròn (C) có phương trình X 2 +ỵ 2 -2x + 4y-4 = 0. Tìm ảnh 
của (C) qua phép tịnh tiến theo vectơ V = (-2; 3). 

A. (x-l) 2 +(y + l) 2 = 9. B. (x + l) 2 +(y-l) 2 =9. 

c. (x-l) 2 +(y-l) 2 =9. D. (x + 2) 2 +(y-l) 2 =9. 


Câu 62: Trong mặt phẳng Oxy , cho đường tròn (C): (v -1 ) 2 + (V + 2) = 4. Hỏi phép dời hình có được 
bằng cách thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua trục Oy và phép tịnh tiến theo vectơ V = (2; 3 ) biến (C) 
thành đường tròn nào trong các đường tròn có phương trình dưới đây ? 

A. (x- 2) 2 +(y-3) 2 =4. B. (x-2) 2 +(y-6) 2 =4. 

c. (jc-l) 2 +(y-l) 2 = 4 . D.x 2 +y 2 =4. 
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CHƯƠNG II 

ĐƯỜNG THẢNG VÀ MẶT PHÀNG TRONG KHÔNG GIAN 

QUAN HỆ SONG SONG 

§1. ĐẠI CƯƠNG VÈ ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHÀNG 

A. KIẾN THỨC CÀN NẮM 


I. Các tính chất thừa nhân 

Tính chât 1 ■ Có một và chỉ một đường thăng đi qua hai điêm phân biệt. 

Tính chât 2. Có một và chỉ một mặt phăng đi qua ba điêm không thăng hàng. 

Tính chât 3. Nêu đường thăng có hai điêm phân biệt thuộc một mặt phăng thì mọi điêm của đường thăng 
đều thuộc mặt phang đó. 

Lưu ý: Đường thẳng d nằm trong mp(a) ta kí hiệu: d c (à) hay (à) 3 d 
Tính chất 4. Tồn tại bốn điểm không cùng thuộc một mặt phẳng. 

Tính chất 5 . Neu hai mặt phang phân biệt có một điểm chung thì chúng còn có một điểm chung khác nữa. 
Như vậy: Nêu hai mặt phăng phân biệt có một điêm chung thì chúng có một đường thăng chung đi qua 
điểm chung ấy và đường thẳng đó gọi là giao tuyến của hai mặt phẳng. 

Tính chất 6. Trên mồi mặt phang, các kết quả đã biết trong hình học phang đều đúng, 
n. Cách xác đỉnh măt phang. 

Một mặt phang hoàn toàn xác định khi biết: 

1. Nó đi qua ba điểm không thẳng hàng 

2. Nó đi qua một điểm và chứa một đường thẳng không đi qua điểm đó 

3. Nó chứa hai đường thắng cắt nhau 
Kí hiệu 

(ABC) biểu thị mặt phang xác định bởi ba điếm phân biệt không thắng hàng A, B, c. 

( M, d) biêu thị mặt phăng xác định bởi đường thăng d và điêm M không năm trên d. 

(dj, dĩ) biếu thị mặt phẳng xác định bởi hai đường thẳng cắt nhau di và <ự. 

III. Hình chóp và hình tứ diên 

1. Hình chóp 

Trong mặt phẳng (a) cho đa giác lồi A l A 2 ...A n . Điểm s nằm ngoài ( a ). Lần lượt nối s với các đỉnh 
A ỉ ,A 2 ,...,A n ta được n tam giác SA l A 2 ,SA 2 A 3 SA n A t . Hình gồm có đa giác A l A 2 ..,A n và n tam giác 
SA 1 A 2 ,SA 2 A 3 ,...,SA n /4ị được gọi là hình chóp , kí hiệu S.A í A 2 ...A n 

2. Hình tứ diên 

Cho bốn điểm A, B, c, D không đồng phẳng. Hình gồm bốn tam giác ABC, ABD, ACD và BCD được 
gọi là hình tứ diện , kí hiệu ABCD. 


B. BÀI TẬP 


Vấn đề 1. Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng 

Phương pháp: Ta đi tìm hai điểm chung phân bệt của hai mặt phang đó. Giao tuyến của chúng là đường 

thăng đi qua hai diêm đó. 

ac\Ị5 = M 

Nghĩa là: • 

anj3 = N => anj3 = MN 


M n N 
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Bài 1.1. Cho bốn điểm không đồng phẳng A, B , c và D. Trên đoạn AB và AC lấy hai điểm M vàN sao 
cho ~~ - 1;-^- = 2 . Hãy xác định giao tuyến của mặt phẳng ( DMN) với các mặt ( ABD ), ( ACD ), (ABC) 

và (BCD) ■ _ 

HD ìs-Giải 


❖ (DMN) n (ADB) = ? . 

Ta có De (DMN) n (ADB) 

Me (DMN) 

Me AS c (ABD) =>Me (ABD) 
=> Me (DMN)n(ABD) 

Vậy : DM = (DMN)n(ABD) 
(DMN) n (ACD) = zw 


❖ (DMN) n (ABC) = MV 

❖ (DMN) n (BCD) = ? 

m , Ả , AM . AV 

Trong mp(ABC) có — -t- -, nên 

BM NC 

MNnBC = E 

Tương tự: (DMN) n (BCD) = DE 


A 



Bài 1.2. Cho s là một điểm không thuộc mặt phẳng hình bình hành ABCD. Tìm giao tuyến của hai mặt 
phẳng (SAC) và (SBD). 


Gọi o là giao điểm của AC và BD. Ta có 
S e (SAC)n(SBD) 

ỡeACcOSAC)] _ 

_ \^Oe(SAC)n(SBD) 

OeBDcz(SBD) j 

nên SO = (SAC)n(SBD) 

Vậy giao tuyến hai mặt phẳng (SAC) và (SBD) 
đường thẳng so 


HD ìs.Giải 

s 



Bài 1.3. Cho s là một điểm không thuộc mặt phẳnh hình thang ABCD (AB II CD và AB > CD). Tìm giao 
tuyến hai mặt phẳng (SAD) và (SBC). 

HD ìsLGiải 

Gọi I là giao điểm AD và BC. Ta có s và I là hai 
điểm chung của (SAD) và (SBC), nên 
SI =(SAD)n (SBC) 

Vậy giao tuyến hai mặt phẳng (SAD) và (SBC) là 
đường thẳng SE 


Bài 1.4. Cho bốn điểm A,B,C,D không đồng phẳng. Gọi I, K lần lượt là trung điểm của hai đoạn thẳng AD 
và BC. 

à) Tìm giao tuyến của hai mặt phang (ỈBC) và (KAD) 

b) Gọi M và V là hai điểm lần lượt trên hai đường thẳng AB và AC. Tìm giao tuyến của hai mặt phang 
(1BC) và (DMN). ___ _ 

HD ìSiGiải 


s 
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a) (1BC) n(KAD) = KI. 

trong mp(ACD), gọi F = ND n c/ 

Vậy giao tuyến hai mặt phắng (IBC) và 

Ta co: (ỈBC) n (DMN) = EF 

(KAD) là đường thẳng KI. 

Vậy giao tuyến hai mặt phang (IBC) và 

b) Trong mp (ABD), gọi E = MD n BI , 

A 

-\ E 
/ ụ 

(DMN) là đường thẳng EF. 

-- - \ / ^^Ilình 1.4 

c 

Vấn đề 2. Tim giao điểm của đường thẳng d và mặt phẳng ( a ) 

Phương pháp: Để tìm giao điểm của một đường thẳng d và một mặt phang (a) , ta có thể đưa về việc tìm 
giao điểm của đường thẳng d với một đường thẳng d' nằm trong mặt phẳng (a) 

mp phụ(j8 ) 3 d 


Nghĩa là: (yổ)n(ơ) = d' 

>=>dn(a) = I 

d' nd = I 



Bài 1.5. Cho tam giác BCD và điểm A không thuộc mặt phẳng ( BCD ). Gọi K là trung điếm của đoạn AD 
và G là trọng tâm của tam giác ABC. Tìm giao điểm của đường thẳng GK với mặt phẳng ( BCD ). 

HD ìs.Giải 

Gọi J là giao điếm của AG và BC. Trong mặt 

,Ị . , AG 2 AK 1 

phăng (AJD), ta có -7— = = -7 nên GK và 

AJ 3 AD 2 

JD cắt nhau. Gọi L là giao điểm của GK và JD. 

Ta có L e GK 
\LeJD 

_ => Le (BCD) 

[JD c (BCD) 

Vậy L là giao điểm của GK và ( BCD ) _ 

Bài 1.6. Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm các cạnh AB và CD. trên ÁI) lấy điểm p 
không trùng với trung diêm AD. 

a) Gọi E là giao điếm của đường thắng MP và BI). Tìm giao tuyến của hai mp (PMN) và ( BCD) 

b) Tìm giao điểm của hai mp ( PMN) và BC. 

HD ìs.Giải 



a) (MNP) n (BCD) = EN 

b) Trong mp (BCD), gọi Q = EN n BC 
Ta có : BCn(MNP) = Q 



Bài 1.7. Cho tứ diện ABCD. Gọi I, J là các điểm lần lượt nằm trên các cạnh AB. AD với AI = 


ịlB và 
2 


AJ = ^-JD . Tìm giao điểm của đường thẳng /./ với mặt phẳng ( BCD). 


HD ìs.Giải 
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Do < 


AI 


-IB 


AJ = =-JD 
3 


nên 1J kéo dài cắt BD. gọi giao điểm là K. Khi đó K = IJ n ( BCD ) 


A 



Bài 1.8. Cho tứ diện ABCD và điểm M thuộc miền trong của tam giác ACD. Gọi I và / lần lựơt là hai 
diêm trên cạnh BC và Bỉ) sao cho /./ không song song với CD. 

a) Hãy xác định giao tuyến hai mặt phang ( IJM) và ( ACD) 

b) Lấy điếm N thuộc miền trong tam giác ABD sao cho JN cắt đoạn AB tại L. Tìm giao tuyến của hai mp 

(MNJ) và (ABC). _ 

HD ĩSkGiủi 

a) Trong mp(5CD) có IJ không song song với CD 
nên: K = IJnCD 

M là điểm chung thứ nhất của ( ACD ) và ( IJM) 

K là điếm chung thứ hai của ( ACD ) và ( IJM) 

Vậy: (IJM) n (ACD) = MK 

b) Với L = JNnAB, 

L là giao điếm thứ nhất của hai mp (MNJ) và 
(ABC) 

Trong mp (ABD), gọi p = JLn AD, Q = PM n AC 
Ta có Q là giao điểm thứ hai của hai mp (MNP) và 
(ABC) 

Vậy: (MNJ) n (ABC) = LQ 



Bài 1.9. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là tứ giác ABCD có hai cạnh đối diện không song song. Lấy điểm 
M thuôc miền trong của tam giác SCD. Tìm giao tuyến của hai mặt phang: 

a) (SBM) và (SCD) _ b) (ABM) và(icp) _ c) (ABM) và (SAC) _ 

HD ìs.Giải 


a) Ta có ngay: (SBM)n(SCD) = SM 

b) Ta có: Me (ABM)n(SCD) 
Trong mp (ABCD) gọi I = AB nCD 
Suy ra : MI = (ABM)n (SCD) 

c) Ta có: A e (ABM) n (SAC). 

Trong mp (SCD), gọi J = IM nSC 
Suy ra: J e (ABM)n (SAC) 

Vậy: AJ = (ABM) n (SAC) 



Bài 1.10. Cho tứ diện ABCD. Trên AB lấy điểm I và lấy các điểm J, K lần lượt là điểm thuộc miền trong 
các tam giác BCD và ACD. Gọi L là giao điểm của JK với mp (ABC). 

a) Hãy xác định L 

b) Tìm giao tuyến của mp(UK) với các mặt của tứ diện ABCD. 

HD ìs.Giải 

a) Trong mp (ACD), gọi N e DK n AC Trong mp (BCD), gọi M = DJ n BC 
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Ta có MN = (DJK) n (ABC) => MN e (ABC) 
Vì L = (ABC) n yv nên dễ thấy 
L = JKnMN 

b) Ta có: /e (ABC) n (7/70 

và L = JKnMN 

Nên có 7M = (ABC) n (7/70 

Trong mp(ABC) và (ACD) gọi E = ILn AC 

và F - EK n CD 

Suy ra: EF = (ACD) n (IJK) 

Trong mp (BCA), nối FJ cắt BD tại p. 

Suy ra: PF = (BCD) n (IJK) và 
PI = (ABD)n(IJK) 


A 



Bài 1.11. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là tứ giác, M và N tưong ứng là các điếm thuộc các cạnh 
sc và BC. Tìm giao điểm của đường thẳng SD với mặt phang (AMN). 

HD ì&Giải 


Gọi o = AC n BD .Trong mp(SAC), gọi 
K = SOnAM 

Trong mp(ABCD), gọi L — BD n AN 
Chọn mặt phang phụ (SBD) chứa SD. 
Và ta có: LK = (SBD) n (AMN) 

Mà trong mp (SBD), có LK nSD -P 
Vậy: p = SD n(AMN) 


s 



Vấn đề 3. Chứng minh ba điểm thẳng hàng 

Phương pháp: Đe chứng ba điểm thẳng hàng, ta có thế chứng minh chúng cùng thuộc hai mặt phang 
riêng biệt. 


Bài 1.12. Cho tứ diện SABC. Trên SA, SB, sc lần lượt lấy các điểm D, Evầ F sao cho cắt AB tại 7, EF cắt 
BC tại J, FD cắt CA tại K. Chứng minh rằng ba điểm I, J, K thẳng hàng. 

HD ì&Giải 


, le DE 

Ta có: _ _ _ } => 7 e (DEF) 

DE c (DEF)\ 

_ le AB ì 

Và _ _ \=>Ie(ABC) 

ABc(ABC) J 

Suy ra: J e (MNK) n (BCD) 

Lí luận tưong tự ta có: 

J, K cũng là điểm chung của hai mặt 
phẳng (DEF) và (ABC) 

Vậy I, J, K thuộc về giao tuyến của hai 
mặt phẳng (DEF) và (ABC) nên 7, J, K thẳng 
hàng. 


s 



Bài 1.13. Cho ba điểm A, B, c không thuộc mặt phẳng (Q) và các đường thẳng BC, CA, AB cắt (Q) lần 
lượt tại M, N, p. Chứng minh rằng M, N, p thẳng hàng. 

777) ì&Giải 
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Ta có M, N, p lần lượt thuộc về hai mặt phang ( Q ) và (ABC), nên M, N, p thuộc về giao tuyến của hai mặt 
phẳng ( Q ) và (ABC). Vậy M, N, p thẳng hàng. 


A 



Bài 1.14. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là tứ giác. AC cắt BD tại o. Mặt phẳng (a) cắt SA, SB , 
sc và SD lần lượt tại Ai, Bi, Ci và Dị. Gọi I là giao điểm của A]Ci vầBiD]. Chứng minh ba điểm s, I, o 
thẳng hàng. 

HD ìs.Giải 

Ta có I = AC nBD 
Oe AC a (SAC) 

Oe BDa(SBD) 

Ị/gA 1 C 1 c=(SAC) ÍSeGSAC) 

\le B Ì D Ì (Z(SBDỴ (SBD) 

Từ đó suy. s, I, o là ba điếm chung của hai mặt 
phẳng (SAC) và (SBD). Nên s, I, o thuộc về giao 
tuyến hai mặt phẳng (SAC) và (SBD). 

Vậy s, I, o thẳng hàng. 


Bài 1.15. Cho hai mặt phắng (a) và (j3) cắt nhau theo một giao tuyến d. Trong (a) lấy hai điếm AvầB 
sao cho AB cắt d tại I. o là một điếm nằm ngoài (a) và (J3) sao cho OA và OB cắt (J3) tại A’ vầB’. 

a) Chúng minh ba điêm I, A’, B’ thăng hàng 

b) Trong (a) lấy điểm c sao cho A, B, c không thẳng hàng. Giả sử oc cắt (j3) tại C’, BC cắt B’C’ tại J, 
CA căt CA ’ tại K. Chứng minh ba đi êm I, J, K thăng hàng 

HD ì&Giải 

a ) I, A’, B' là ba điểm chung của hai 
mặt phăng (OAB) và (/3) nên chúng thăng hàng 

b) I, J, K là ba điểm chung của hai mặt phẳng 
(ABC) và (A ’B’C’) nên chúng thẳng hàng 


Bài 1.16. Cho hình chóp S.ABCD có AB và CD không song song. Gọi M là một điểm thuộc miền trong 
của tam giác SCD. 

a) Tìm giao điểm N của đường thẳng CD và mặt phang (SBM) 

b) Tìm giao tuyến của hai mặt phang (SBM) và (SAC) 

c) Tìm giao điểm / của đường thẳng BM và mp(SAC) 

d) Tìm giao điểm p của sc và mp (ABM), từ đó suy ra giao tuyến của hai mặt phắng (SCD) và (ABM). 

HD ì&Giải 

a) Gọi N = SMnCD. Ta có N = CDn(SBM) c) Gọi I = SOnBM 

b) Gọi 0 = ACnBN .Ta có: (SBM)n(SAC) = S0 Ta có / = BM n(SAC) 
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d) Gọi R = ABn CD , p - MR n sc 

Ta có p = sc n (. ABM ) => PM = (SCD ) n (ABM) 


s 



Bài 1.17. Cho hình chóp S.ABCD. M, N lần lượt là trung điểm các cạnh SA, SD, G là trọng tâm của tam 
giác SCD. Tìm giao điếm của: 

a) MG và mp(ABCD) 

b) BN và mp(SAG) 


HD ìs.Giải 

a) Do M là trung điểm SA nên = -Ị-(l) 

SA 2 

Tronh mp(SCD), có E = SGn CD 

G là trọng tâm tam giác SDC nên = ^-(2) 

SE 3 


TiWn SM SG 

Từ (1) và (2) suy ra: —— ^ —— nên 
SA SE 

F = MG nAE. Vậy ta có 
FeMG 

=> /•' = A7G' n(ABCI)) 

Fe AEa {ABCD)\ 

b) Trong mp (ABCD) có I = AE n BD và trong 
mp(SBD) có K = BN n Sỉ 
Ta có 


Ke BN 

Ke SI c (SAG) 


=>K = BNn(SAG ) 


s 



Bài 1.18. Cho hình chóp S.ABCD. Gọi M là một điểm nằm trong tam giác SCD. 

a) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (SBM) và (SAC) 

b) Tìm giao điểm của đường thẳng BM và mp(SAC) 

c) Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mặt phang (ABM) 


HD ì&Giải 

a) Gọi N = SMnCD, o = ACnBN. Khi đó so = 
(SAC) n (SBM). 

b) Trong mp(SBM), đường thẳng BM cắt so tại I. 
Ta có I=BMn(SAC). 

c) Trong mp(SAC), đường thẳng AI cắt sc tại p. 
Ta có p và M là hai diêm chung của mp(ABM) và 
mp(SCD). 

vậy (ABM) n (SCD) = PM. Đường thẳng PM cắt 
SD tại Q. thiết diện của hình chóp khi cắt bởi 
mp(ABM) là tứ giác ABPQ. 


s 



Bài 1.19. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang ABCD (AB//CD, AB > CD). Gọi 
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I, J theo thứ tự là trung điếm của các cạnh SB và sc. 

a) Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng (SAD) và (SBC), (SAC) và (SBD) 

b) Tìm giao điếm của đường thẳng SD với mp(AIJ) 

c) Xác định thiết diện của hình chóp S.ABCD cắt bởi mp(AIJ) 


III) ÌSLGiải 


a) Gọi K là giao điếm của AD và BC, khi đó hai 
mặt phẳng (SAD) và (SBC) có hai điểm ching 
là s và K. Yậy: (SAD) n (ABC) = SK 

Gọi o là giao điểm của AC và BD. Vậy 
(, SAC)n(ABD) = SO 

b) Gọi M là giao điểm của SK và u. Khi đó 

( SAD ) n (AIJ) = AM . Gọi E là giao điểm của 
AM và SD thì E chính là giao điểm của SD 
với mp(AU). 

c) Thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mp(AIJ) 
là tứ giác AUE. 


s 



Bài 1.20. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành, gọi o là tâm của đáy; M, N lần lưọt là trung 
điểm của SA, sc. Gọi (P) là mặt phẳng qua M, N và B. 

a) Tìm giao tuyến của (P) với các mặt phẳng (SAB), (SBC) 

b) Tìm giao điếm I của so với mp(P) và giao điếm K của SD với mp(P) 

c) Xác định giao tuỵến của mặt phang (P) với các mặt phang (SAD), (SDC) 

d) Xác định giao điếm E, F của mặt phang (P) với các đường thẳng DA, DC và chứng tỏ rằng ba điếm E, 
B, F thăng hàng. 


III) ĩs.Giải 


a) (P) n ( SAB) = BM; (p ) n (SBC) = BN 

b) Xét mp(SAC), gọi I là giao điểm của so và 
MN thì I là giao điểm của so và mp(P). Gọi K là 
giao điếm của đường thẳng BI với SD thì K là 
giao điếm của SD và (P). 

c) (P) n (SAD) = MK; (P) n (SDC) = KN 

d) Trong mp(SAD) gọi E là giao điếm của đường 
thăng MK với đường thăng AD thì E là giao diêm 
của (P) và AD. 

Tương tự, giao diêm F của KN và DC là giao 
điểm của (P) và DC 


Rõ ràng, B, E, F là ba diêm chung của hai mặt 
phăng (P) và mp(ABCD) nên chúng thăng 
hàng. 


s 



Bài 1.21. Cho tứ diện đều có cạnh bằng a. Gọi I là trung điểm của AD, J là điếm đối xứng với D qua c, K 
là điểm đối xứng với D qua B. 

a) Xác định thiết diện của hình tứ diện khi cắt bởi mp(UK) 

b) Tính diện tích của thiết diện xác định được ở câ a) 


HD ìs.Giải 


a) Nối I và J cắt AC tại N. Nối I và K cắt AB tại 
M. Tam giác IMN là thiết diện cần tìm. 

b) Dễ thấy M là trọng tâm của tam giác ADK, N 
là trọng tâm của tam giác ADJ. Từ đó: 

AN =ịAC;AM = ịAB . Suy ra AM = AN = ịa 
3 3 3 

và MN//CB. 


Xét tam giác AIM, ta có 

IM 2 = AI 2 +AM 2 -2A/.AMcos60° 

_ a 2 4a 2 2 a 2« 1 _ 13 2 

~T ~~<r-2'2'T'2 _ 36 a 

... a\l 13 _^ ... ữv/Ẽ3 

=> MI = . Tương tự: IN = 

6 6 


2 2 Vậy theo công thức Hê-rông, ta có: 

Do đó MN =^CB = ^a 

3 3 
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Bài 1.22. Cho bốn điểm A, B, c, D không đồng phẳng. Gọi I, K theo thứ tự là hai điểm trong tam giác 
ABC và BCD. Giả sử đường thẳng IK cắt mặt phẳng (ACD) tại J. Hãy xácđịnh giao điểm J đó. 

HD 'ĩs.Giải 


Xét mp(BIK), gọi M = BI nCA,N = BK nCD . 
Khi đó (BIK)n(ACD) = MN và MN cắt IK tại 
điểm J. Vậy J là giao điểm của IK và mp(ACD). 



Bài 1.23. Cho hình bình hành ABCD nằm trong mặt phẳng (P) và một điểm s nằm ngoài mặt phẳng (P). 
Gọi M là điểm giữa s và A; N là điểm nằm giữa s và B; giao điểm của hai đường thẳng AC và BD là o. 

a) Tìm giao điểm của mặt phẳng (CMN) với đường thẳng so 

b) Xác định giao tuyến của hai mặt phang (SAD) và (CMN). 


HD ìs.Giải 

a) Trog mặt phẳng (SCA), gọi I là giao điểm của 
CM va SO. Khi đo / e CM c ( CMN) 

Vậy I = SOn(CMN) 

b) Trong mặt phẳng (SBD), gọi E = NI nSD 
Khi đó, ta có M e 0 CMN) n(SAD) và 

EgNIcz(CMN)) 

_ __ „ Y=>Ee(CMN)n(SAD) 

EeSDcz(SAD) J 

Vậy ME = (CMN) n (SAD) 



Bài 1.24. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là tứ giác. Lấy điểm M, N và p lần lượt 
là các điếm trên các đoạn SA, AB và BC sao cho chúng không trùng với trung điếm của 
các đoạn ấy. Tìm giao điếm (nếu có) của mặt phang (MNP) với các cạnh của hình chóp. 


HD ìsnGiải 


Ta lân lưọt tìm giao điêm của mặt phăng (MNP) 
với các đường thẳng chứa các cạnh của hình chóp. 
Trong mp(SAB), gọi I = MN n SB 
Ỉ G MN ] 

Ta có: _ _ _ } => I G (MNP) 

MN c (MNP)) 


Vậy: I = SB r\ (MNP) 

Tương tự: Trong mp(SBC), gọi / = IP n BC 
Trong mp(ABCD), gọi E = NP n CD 
Trong mp(SCD), gọi K = EJ n SD 


Suy ra: J = sc n (MNP) ;E = CDn (MNP ); 
K = SDn (MNP) 
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Bài 1.25. Cho tứ giác ABCD nằm trong mặt phẳng (ơ) có hai cạnh AB và CD không song song. Gọi s là 
điểm nằm ngoài mặt phang (a) và M là trung điếm đoạn BC. 

a) Tìm giao điểm N của đường thẳng SD và mặt phẳng (MAB) 

b) Gọi o là giao điểm của AC và BD. Chứng minh rằng ba đường thẳng so, AM, BN đồng quy. 

HD ĩ&Giứi 


a) Gọi E = AB nCD . Ta có 
( MAB)n(SCD) = ME 

Gọi N = ME n SD . Khi đó N là giao điểm của 
SD và mặt phẳng (MAB) 

b) Gọi Ì=AMnBN 

I = AM n BN 
AM c (SAC) 

BN c (SBD) 

(SAC)n(SBD) = SO 

Điều này chứng tỏ I, s, o cùng thuộc về hai 
mặt phẳng (SAC) và (SBD). Hay so, AM, BN 
đồng quy 


Ta có < 


/e SO 


s 



C. BÀI TẶP ĐỀ NGHỊ 

Bài 1.26. Cho bốn điểm A,B,C,D không đồng phẳng. Trên ba cạnh AB, AC và AD lần lượt lấy các điểm 
M, N và K sao cho đường thẳng MN cắt đường thẳng BC tại H, đường thẳng NK cắt đường thắng CD tại 
I, đường thăng KM căt đường thăng BD tại J. Chứng minh ba điêm H, I, J thăng hàng. 

Bài 1.27. Cho hình chóp tứ giác S.ABCD. Ba điểm M, N, p lần lưọt nằm trên ba cạnh SA, SB, sc nhưng 
không trùng với A, A, B, c. Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mp(MNP) 

Bài 1.28. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Trong mặt phẳng đáy vẽ đường thắng 
qua A và không song song với các cạnh của hình bình hành, d cắt đoạn BC tại E. Gọi C' là một điếm nằm 
trên cạnh sc. 

a) Tìm giao diêm M của CD và mặt phăng (C'AE) 

b) Tìm thiết diện của hình chóp cắt bởi mặt phẳng (C'AE) 


HÌNH HỌC 11 


49 


Chương II. Quan hệ song song 









Toán 11 - http://www.toanmath.com/ 


GV. Lư Sĩ Pháp 


§2. HAI ĐƯỜNG THẲNG CHÉO NHAU 
VÀ HAI ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG 


A. KIẾN THỪC CÀN NẮM 


I. Vỉ trí tương đối của hai đường thắng trong không gian 

Cho hai đường thắng a và b trong không gian. Có hai khả trường họp sau đây xảy ra đối với a và b 

THI. Có một mặt phăng chứa a và b 

1. a và b cắt nhau tại M, kí hiệu anb = M 

2. a và b song song với nhau, kí hiệu a // b hoặc b //a 

3. a và b trùng nhau, kí hiệu a = b 

TH2. Không có mặt phang nào chứa cả a và b. Khi đó ta nói a và b chéo nhau. 

II. Các đinh lí vả tính chất 

1. Đinh li 1. Trong không gian, qua một điếm không nằm trên đường thắng cho trước, có một và chỉ 
một đường thẳng song song với đường thẳng đã cho. 

2. Đinh lí 2. (về giao tuyến ba mặt phang) 

Neu ba mặt phang phân biệt đôi một cắt nhau theo ba giao tuyến phân biệt thì ba 
giao tuyến ấy hoặc đồng quy hoặc đôi một song song với nhau. 

3. Hê quả : Neu hai mặt phang phân biệt lần lượt chứa hai đường thắng song song thì giao tuyến của 
chúng (nếu có) cũng song song với hai đường thẳng đó hoặc trùng với một trong hai đường thẳng 
đó. 

4. Đinh lí 3 . Hai đường thắng phân biệt cùng song song với đường thắng thứ ba thì song song với 
nhau. 

5. Ba đoạn thắng nối trung điếm các cạnh đối diện của một tứ diện đồng quy tại trung điểm G của 
mỗi đoạn. Điểm G đó gọi là trọng tâm của tứ diện. 

6. Một mặt phang được xác định nếu nó đi qua hai đường thẳng song song. 


B. BẢI TẬP 


Vấn đề 1. Tìm giao tuyến 
Phương pháp: Neu hai mặt 
song d Vã d’ thì giao tuyến c 
Se (ơ)n(yổ) 

Nghĩa là: d c (a),d' c (/?) 

dlld' 

lai mặt phắng 

phang ( a ) và (j3) có điểm chung là s và lần lượt chứa hai đường thẳng song 
ma ( a ) và (/3) là đường thắng A qua s và song song với d và d’. 

• => (a)n(yổ) = A (Se A,A //d//d') 

Bài 2.1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Tìm giao tuyến của 
(SAD) và (SBC); (SAB) và (SCD); (SAC) và (SBD). 


HD ì&Giải 

, Se (&4C)Ì „ 

a) Ta có: _ \ => Se (SAC)n(SBD) 

Se(SBD) J 

Gọi 0 = ACnBD 

Oe (&4C)1 _ 

___ A=>Oe(SAC)n(SBD) 

Oe(SBD) J 

^SO = (SAC)n(SBD) 

b) Ta có: 5 e {SAB) 1 => se (SAB ) n(SCO) 

Se (SCl))\ 


AB c (SAB) 

CD d (SCD) > 

Ta lại có: 

AB//CD 

=> (SAB) n (SCD) = Sx / /AB //CD 

c) Lập luận tưong tự câu b) ta có 
(SAD) n (SBC) = Sy //AD //BC 
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Bài 2.2. Cho tứ diện ABCD. Trên các cạnh AB và AC lần lượt lấy các điểm M và N sao 


, AM AN 
cho —— = —— 
AB AC 


Tìm giao tuyến hai mặt phẳng (DBC) và (DMN). 


HD ìs.Giải A 


, Me AB} 

Ta có: _ MN cz(ABC) 

NeAC Ị 

Trong tam giác ABC ta có: 

^-l^MNUBC 

AB AC 

Ta lại có: De (DBC)n(DMN) 

BC cz (DBC) 

MN c= (DMN) > 

BC//MN 

=> ( DBC ) n (DMN) = Dx / iBC / /MN 



Bài 2.3. Cho tứ diện ABCD. Cho I, J tương ứng là trung điểm của BC và AC, M là một điểm trên cạnh 
AD sao cho không trùng với trung diêm của AD. 

a) Tìm giao tuyến d của hai mặt phang (MU) và (ABD) 

b) Gọi K là giao diêm của hai đường thăng CD và JM. Tìm giao tuyên của hai mặt phăng (ABK) và 
(MIJ). 


HD ìstGiủi 


a) Ta có: 


Me (MIJ) 


Ta cũng có 


b) Ta có 


Me AD c (ABD)\ 

Me (MIJ)n(ABD) 

IJ//AB 
IJ c (MIJ) 

AB c (ABD) 

=> (MỈJ) n (ABD) = Mt / /IJ / /AB 
Ke (ABK) } 


và 


Ke JMc(MIJ )J 
Ke (MIJ)n(ABK) 

U//AB 
ỈJ c (MIJ) 

AB c (ABK) 

> (M1J) n (ABK) = iCc / !IJ / / AS 


A 



Bài 2.4. Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N, p, Q, R và s lần lượt là trung điểm của AB, CD, BC, AD, AC và 
BD. Chứng minh rằng tứ giác MPNQ là hình bình hành. Từ đó suy ra ba đoạn thẳng MN, PQ và RS cắt 
nhau tại trung điếm mỗi đoạn, trung điểm đó gọi là trọng tâm của tứ diện. 

HD ĩSkGiủi 


HÌNH HỌC 11 


51 


Chương II. Quan hệ song song 





















Toán 11 - http://www.toanmath.com/ 


GV. Lư Sĩ Pháp 


Trong tam giác ABC ta có: MP//AC và 

MP = ^- 
2 

Trong tam giác ACD ta có: QN//AC và 


QN = 


AC 

2 


Ịmp/íqn _ 


Từ đó suy ra: 1 

[MP = QN 

là hình bình hành. 


=> Tứ giác MPNQ 


Do vậy hai đường chéo MN và PQ cắt nhau 
tại trung điểm G của mồi đường 

Afí 

Tuông tự: PR//QS và PR = QS = ^Ỳ 

Do đó tứ giác PRQS là hình bình hành 
Suy ra hai đường chéo cắt nhau tại trung 
điểm G của PQ và OR = os 
Vậy ba đoạn thẳng MN, PQ, RS cắt nhau tại 
trung điểm mỗi đoạn và tại G. 


A 



Bài 2.5. Cho tứ diện ABCD có I, J lần lượt là trọng tâm của tam giác ABC và ABD. 
Chứng minh rằng : B // CD. 


HD ì&Giải 

Gọi K là trung điếm của AB 

Vì I là trọng tâm của tam giác ABC nên 

Ie KC và vì J là trọng tâm tam giác 

ABD nên Ie KD 

_ KI _KJ _ ỉ 

Từ đó suy ra: —— = —— = — 

KC KD 3 

=> IJ//CD 


A 



Bài 2.6. Cho hình chóp S.ABCD đáy ABCD là hình bình hành. Trên đoạn SA lấy điểm M sao cho 2SM = 
MA, trên đoạn SB lấy điểm N sao cho 2SN = NB. 

a) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (SAC) và (SBD); (SAD) và (SBC) 

b) Chứng minh rẳng: MN//CD 

c) Điếm p nằm trên cạnh sc không trùng với s, c. Tìm giao tuyến hai mp (MNP) và (SCD) 

HD ìs.Giải 


a) Ta có: (, SAC ) n (SBD) = so 

Ta có: {SM) J\^Se(SAD)n(SBC) 

Se (SBC )J 

AD c (, SAD) 

Mặt khác, ta có: BC c (SBC) > 

AD//BC 

=> (SAD) n (SBC) = Sx / /AD/ /BC 
5M SN 1 

b) Từ giả thiêt ta có: — 7 — = - 777 - = 77 

MA NB 2 


=> MN / /AB và ABCD là hình bình hành 
Suy ra MN//AB//CD. 
c) 

Pe(MNP),Pe(SCD) 

MN c (MNP) 

CD c (SCD) 

MN//CD 

=> (MNP) n (SCD) = Py / /MN //CD 
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s X 



Bài 2.7. Cho Tứ diện ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, CD và G là trung điểm 
của đoạn MN. 

a) Tìm giao điểm A’ của đường thẳng AG và mặt phang (BCD). 

b) Qua M kẻ đưòưg thẳng Mx song song với AA’ và Mx cắt (BCD) tại M’. Chứng minh ba điểm B, M’, 
A’ thẳng hàng và BM’ = M’A’ = A’N 

c) Chứng minh GA = 3GA’. 


HD ì&Giải 

a) Gọi A' = BN nAG, ta có: A' = AGn(BCD) 


, _ , AA' d (ABN) 

b) Ta có: ị ' => MM'd (ABN) 

[MM'//AA' 

Ta có B, M’, A’ là điểm chung của hai mặt phang 
(ABN) và (BCD) nên B, M’ và A’ thẳng hàng. 
Trong tam giác NMM’, ta có: G là trung điếm NM 
và GA7/MM’ suy ra: A’ là trung điểm của NM’ 

Ttrong tự trong tam giác BAA’, ta có M là trung 
điểm BA và MM7/AA’ suy ra: M’ là trung điểm 
củaBA’. VậyBM’= M’A’= A’N 


c) 


GA' = ịMM' 

2 =>GA' = -AA'=ỳGA = 3GA' 

1 4 
MM' = ^AA' 

2 


A 



Vấn đề 2. Tìm thiết điện của hình chóp khi cắt bởi một mặt phẳng 

Phương pháp: Ta tìm giao tuyến của mặt phang đó với các mặt bên của hình chóp. Đoạn nối giữa các 
giao tuyến cho ta một hình. Hình đó là thiết diện cần tìm. 

Bài 2.8. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. 

a) Hãy xác định giao tuyến của các mặt phẳng (SAB) và (SCD); (SBC) và (SAD) 

b) M là điểm thuộc cạnh sc, tìm thiết diện của hình chóp với mp(ABM). Thiết diện là hình gì? 

HD ìslGìởì 


a) i). (SAB)n(SCD) = ? 

Ta có 

Se (SAB)n(SCD);AB d(SAB)-, 
CDd(SCD),AB//CD 
Nên (SAB) n ( SCD) = Sx//AB//CD 
ii) (SBC)n(SAD) = ? 

Ta có 

Se (SBC)n(SADỵBC c ( SBC);AD c (SAD), 
BC / /AD . Nên (SBC) n ( SAD ) = Sy //BC / /AD 


b) Ta có: 

( ABM)n(ABCD) = AB ; 

(ABM) n (SBC) = BM ; 

(ABM) n (SDC) = MN / / AB / /DC,N e SD 
(ABM) n (SAD) = AN . Vậy thiết diện cần 
tìm là tứ giác ABMN 
Rõ ràng: ABMN là hình thang vì MN // 

AB. 


HÌNH HỌC 11 


53 


Chương II. Quan hệ song song 

















Toán 11 - http://www.toanmath.com/ 


GV. Lư Sĩ Pháp 



Bài 2.9. Cho tứ diện ABCD. Gọi I, J lần lượt là trung điểm của BC và BD; E là một điểm thuộc cạnh AD 
khác với A và D 

a) Xác định thiết diện của hình tứ diện khi cắt bởi mp(UE) 

b) Tìm vị trí của điếm E trên AD sao cho thiết diện là hình bình hành 

c) Tìm điều kiện của tứ diện và vị trí điểm E trên cạnh AD để thiết diện là hình thoi 

HD ìs.Giải 

a) Ta có IJ là đường trung bình trong tam giác BCD nên IJ //CD 

Mặt khác IJ d ựJE)\CD c= ( ACD) . Suy ra: (£77) n ( ACD ) = Ex / /77 / /CD .Gọi F - Ex n AC 
Thiết diện là hình thang EFIJ 

b) Để thiết diện EFIJ là hình bình hành điều kiện cần và đủ là IF // JE. Điều này tương với JE //AB, tức là 
khi và chỉ khi E là trung diêm của AD. 

c) Thiết diện EFIJ là hình thoi khi và chỉ khi EFU là hình bình hành và EF = U khi và chỉ khi E là trung 
điểm của AD và AB = CD (vì IJ = \cD và khi E là trung điểm của AD thì JF = ^-AB) 


A 


D 



Vấn đề 3. Chứng minh hai đường thẳng song song 
Phương pháp: 

1. Chứng minh chúng cùng thuộc một mặt phang và dùng phương pháp chứng minh hai đường thắng 
song song trong hình học phắng( như tính chất đường trung bình của tam giác, định lí Talét đảo, tính chất 
song song của hai đường thẳng cùng vuông góc với đường thắng thứ ba, ...) 

2. Chứng minh chúng cùng song song với đường thắng thứ ba. 

3. Dùng tính chất: Hai mặt phang phân biệt lần lưọt chứa hai đường thẳng song song thì giao tuyến của 

fl€ ( a ) 


chúng(nếu có) cũng song song với hai đường thẳng ấy. Tức là: 


be(j3) 

al !h 

(a)n(p) = c 


=> c/ /fl/ /z? 


4. Dùng định lý về giao tuyến của ba mặt phang: 


anỵ=a 
< Ị3ny=b=> 
an p = c 


a/lbI /c 
a, b đồng quy 


Bài 2.10. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là một tứ giác lồi. Gọi M và N lần lượt là trọng tâm của tam 
giác SAB và SAD; E là trung điểm của CB. 
a) Chứng minh rằng: MN // BD 
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b) Xác định thiêt diện hình chóp S.ABCD căt bởi mp(MNE) 

c) H và L lần lượt là giao điểm của mp(MNE) với các cạnh SB và SD. Chứng minh rằng: LH // BD 


HD ì&Giải 

a) Gọi M’, N’ lầm lượt là trung điếm của AB và 
MNIIM'N' 1 


AD. Dễ thấy: 


M'N'//BD 


MN//BD 


Vậy từ E kẻ đường thăng song song với BD 
lần lượt cắt CD, AB tại F và I. Nối IM lần 
lượt cắt SB và SA tại H, K; nối KN cắt SD 
tại L. Thiết diện cần tìm là ngũ giác 
KLFEH 


b)Ta có: 

MN c (MNE )' 

BD c ( ABCD ) > 

MN//BD 

=> (MNE) n ( ABCD ) = Ex //MN //BD 


c)Ta có: 


MV c (MNE) 

BD c (SBD) 
MN//BD 

c MNE)n(SBD) = LH 


\-=>LH/ IBD 



Bài 2.11. Cho tứ diện ABCD. Có các điểm p, Q lần lượt là trung điểm của AB, CD; điểm R nằm trên 
cạnh BC sao cho BR = 2RC. Gọi s là giao điểm của mp(PQR) và cạnh AD. Chứng minh rằng AS = 2SD. 


HD ìs.Giải 

Gọi I = RQ n BD , E là trung điểm của BR. Khi 
đó EB = ER = RC và RQ // ED. 

Tam giác BRI có ED // RQ, suy ra ^= 1 

DI ER 


Vậy DB = DI. Do đó AD và IP là hai đường 
trung tuyến của tam giác ABI. Suy ra giao 
diêm s của AD và IP là trọng tâm của tam giác 
ABI và ta có AS = 2DS 


A 



Bài 2.12. Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có AD và BC cắt nhau. Hãy tìm điểm M nằm trên cạnh SD và 
điểm N trên cạnh sc sao cho AM // BN. 


HD ìs-Giải 

Gọi I = AD n BC. Khi đó SI = (SAD) n (SBC) 

Giả sử M e SD, N e sc sao cho AM // BN. Khi 
đó hai mặt phẳng (SAD) và (SBC) cắt nhau theo 
giao tuyến SI phải song song với AM và BN. Từ 
đó suy ra cách xác định điểm M và N như sau: 


Từ A trong mp(SAD) ta kẻ đường thẳng song 
song với SI, cắt SD tại M; từ B trong mp(SBC) 
ta kẻ đường thẳng song song với SI, cắt sc tại 
N. Khi đó M, N là hai điểm cần tìm. 
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s 



c. BÀI TẶP ĐỀ NGHỊ 

Bài 2.13. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật. Gọi ỏi, G2, G3, G4 lần lượt là trọng tâm của 
bốn tam giác SAB, SBC, SCD, SDA. Chứng minh rằng G1Ọ2G3G4 là hình thoi. 

Bài 2.14 . Cho tứ diện ABCD và ba điếm p, Q, R lần lượt nằm trên ba cạnh AB, CD, BC. Hãy xác định 
giao điếm s của mp(PQR) với AD nếu: 

a) PR // AC b) PR cắt AC. 

Bài 2.15 . Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. M là trung điểm của sc, N là trung điểm của 
OB (O là giao điểm của BD và AC) 

a) Tìm giao diêm I của so và mặt phăng (AMN) 

b) Tính tỉ số Ẽr 

1D 
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§3. ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG VỚI MẶT PHẲNG 


A. KIÉN THỨC CẦN NẲM 


I. Vỉ trí tương đối của đường thẳng và măt phẳng 

Giữa đường thẳng d và mặt phắng (a) ta có ba vị trí tương đối như sau: 

1. d và (ơ) cắt nhau tại M, kì hiệu d n (a) = ỊmỊ 

2. d song song với (a), kí hiệu d // (ơ) hoặc ( a ) // d. Như vậy: Một đường thắng và một mặt phẳng 
gọi là song song với nhau nếu chúng không có điếm chung. 

3. d nằm trong ( a ), kí hiệu d e (a) 

II. Đinh li và tính chất 

L Đinh lí 1 ■ Neu đường thẳng d không nằm trong mặt phang (a) và d song song với đường thắng d’ 


d (a) 

nằm trong (a) thì d song song với (a ); nghĩa là: d / /d' >=> d/ /(#) 

d' cz ( a ) 

2. Đinh lí 2. Cho đường thẳng d song song với mặt phẳng (a). Neu mặt phẳng (/?) chứa d và cắt 


d / Ka) 

(ớr) theo giao tuyến d’ thì d’ song song với d; nghĩa là (y 3 ) 3 d 


\=>dlld' 


3. 

4 


( J3)n{a) = d' 

Hê quá 1 ■ Nêu một đường thăng song song với một mặt phăng thì nó song song với một đường 
thăng nào đó trong mặt phăng. 

Hè qưá2. Neu hai mặt phang phân biệt cùng song song với một đường thắng thì giao tuyến của 

(a)//d 


chúng (nếu có) cũng song song với đường thắng đó; nghĩa là (J3)//d 


>=> d/ /d' 




(. a)n(jB) = d' 

Đinh lí 3 ■ Cho hai đường thăng chéo nhau. Có duy nhât một mặt phăng chứa đường thăng này và 
song song với đường thẳng kia. 

B. BÀI TẶP 


Vấn đề 1. Chứng minh đường thẳng song song với mặt phẳng 

Phương pháp: Để chứng minh đường thẳng d song song với mặt ph 

trong (a) và song song với đường thẳng a chứa trong (a) . Tức là • 

ẳng ( a ) ta chứng minh d không nằm 
d cr (a) 

a a (a) => d / /(a) 

d / /a 

Bài 3.1. Cho tứ diện ABCD. G là trọng tâm của tam giác ABD. Trên đoạn BC lấy điểm M sao cho MB = 
2MC. Chứng minh rằng MG // (ACD). 

HD ìs.Giải 

Gọi I trung điểm của AD. 

T ' * , BM BG 2 

Trong tam giác CB1 ta có, —— = - = — . 

BC Bỉ 3 / 

Nên MG // CI / _ 

Mà CI nằm trong mặt phang (ACD) c - 

Suy ra MG // (ACD). 

A 

\ \ Hình 

y JV" / \3.1 

\ -Yg n. 

- - f\ - D 

B 

Bài 3.2. Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các cạnh AB và AC. 
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a) Xét vị trí tương đối của đường thắng MN và mp(BCD) 

b) Gọi d là giao tuyến của hai mặt phang (DMN) và (DBC). Xét vị trí tương đối của d và mp(ABC) 

HD ìs.Giải 


a) MN là đường trung bình của tam giác 
ABC nên MN // BC. Suy ra MN // (BCD) 

b) Vì MN // (BCD) nên (DMN) đi qua MN 
cắt (BCD) theo giao tuyến d // MN. Do đó 
d // (ABC). 


A 



Bài 3.3. Cho tứ diện ABCD. Gọi Gi và G 2 lân lượt là trọng tậm của các tam giác ACD và BCD. Chứng 
minh rằng G 1 G 2 song song với các mặt phang (ABC) và (ABD) 


HD ĩs.Giải 

Gọi I là trung điểm CD 

Vì Gi là trọng tâm của tam giác ACD nên G l G AI 
Vì G 2 là trọng tâm của tam giác BCD nên G 1 G Bỉ 


Ta có: 


r 

ef 


IA 3 

cs 

1 

Í 

_/ 

/G 2 _l 

S9 

1 

\ 

\ _ 

1B 3. 



G 1 G 2 / /AB 


AB c {ABC) => G,G 2 / /{ABC) 

Và AB c= (ABD) => G,G 2 / KABD) 



Bài 3.4. Cho hai hình bình hành ABCD và ABEF năm trong hai mặt phăng phân biệt. Gọi o là giao diêm 
của AC và BD, O’ là giao điểm của AE và BF. 

a) Chứng minh rằng 00’ song song với hai mặt phang (ADF) và (BCE). 

b) Gọi M, N lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABD và ABE. Chứng minh rằng MN // (CEF). 


HD ì&Giửi 

a) Ta có: 00’ // DF (đường trung bình của tam 
giác BDF) 

Mà DF c {ADF) => 00'/ !{ADF) 

Tương tự 00’ // EC (đường trung bình của tam 
giác AEC) 

Mà EC c= {BCE) => 00 7 /{BCE) 

b) Gọi I là trung điểm của AB 

Vì M là trọng tâm của tam giác ABD nên M e DI 
Vì N là trọng tâm của tam giác ABE nên N e EI 
/MI 

JÕ _ 3 ỈM IN 
ID IE 


Mà < 


CD/ /AB 
CD - AB 
EF/ /AB 
EF = AB 


Nên CD // EF và CD = EF, suy ra tứ giác 
CDEF là hbh. 


Do vậy: 


MN//DE Ị 
DE c {CEF)\ 


MN//{CEF) 


Ta có: 


IN_ 

IE 


MN//DE 
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Bài 3.5. Cho tứ hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành ABCD. Gọi G là trọng tâm tam giác 
SAB và I là trung điểm của AB. Lấy điếm M trên đoạn AD sao cho AD = 3AM. 

a) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (SAD) và (SBC) 

b) Đường thẳng qua M và song song với AB cắt CI tại N. CMR: NG // (SCD) 

c) Chứng minh rằng MG // (SCD). 


HD ìstGiửi 


a) Dễ thấy s là điếm chung của hai mặt phang 
(SAD) và (ABC) 

AD c (SAD) 

r fiCc (SBC) > 

Ta có: 

AD//BC 


IG 1 


IS 3 
Ta có: I M 1 


)=>GM//SK 


IK 3 J 
=> GM / /(SCD) 


=> (SAD) n (SBC) = Sx //AD / /BC 

b) Ta có: MN//IA//CD 

'aM_IN_ 1 , /ơ _ 1, _ 

=> — = — = — ; mà — = — ( G là trọng tâm 
AD IC 3 IS 3 

của tam giác SAB) 

Nên => I ^ r = I ^ = ị=>GN//sc 
IS IC 3 

Mà sc c (SCD) => GN / /(SCD) 

c) Gọi K = ỈM n CD => SK c (SCD) 

,,, _ MA _ IN _ 1 /M _ 1 

CA /c 3 IK 3 



Bài 3.6. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang, đáy lớn AD và AD = 2BC. Gọi o là giao 
điểm của AC và BD, G là trọng tâm của tam giác SCD. 

a) Chứng minh rằng OG // (SBC) 

c) Cho M là trung điểm của SD. Chứng minh rằng CM // (SAB) 


d) Giả sử I nằm trên đoạn sc sao cho sc = —SI. Chứng minh rằng SA // (BID). 


HD ì&Giải 
DG 2 

a) Gọi H là trung điểm của sc, ta có: ——— = —(1) 

DH 3 


BC//AB^^- = ^ = ^ = 2^0D = 2 OB => ^77 = !( 2 ) 

OB oc BC BD 3 

Từ (1) và (2) =>^- = ^- = ị(ỉ)=>OG//BH .Mà BH cz (SBC) => OG / /(SBC) 
DH BD 3 


b) Gọi M’ là trung điếm của SA 


MM'//AD 
MM' = -AD 


Mặt khác vì BC // AD và BC = ^-/4D (gt) và BC = MM’. Nên tứ giác BCMM’ là hình bình hành 
Suy ra CM //BM’, mà BM' c (SAB) => CM / /(SAB) 

, . oc _ 1 . oc _ 1 

c) Ta có: — = — nên — = —. 

OA 2 CA 3 

3 C1 1 c/ oc 

Mặt khác vì SC = -^SI nên ■~7 = "7 => ~z~ = -T— =>0I / ISA và 01 c (fí/D) => SA//(BID) 

2 cs 3 cs CA 
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s 



Bài 3.7. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của 
AB và CD. 

a) Chứng minh rằng MN song song với các mặt phang (SBC) và (SAD). 

b) Gọi p là trung điểm của SA. Chứng minh rằng SB và sc đều song song với mp (MNP) 

HD ìsLGiải 


a) Chứng minh MN //(SBC): 

, ịMN//BC 

Ta có: _ 1 __ _ => MN / /(SBC) 

{BC c (SBC) 

Chứng minh MN // (SAD): 

, ịMN//AD 

Ta có: _ _=> MN//(SAD ) 

[AD c (SAD) 

b) Chứng minh SB // (MNP): 


Ta có: 


SB//MP _. 

\ ' _=> SB / /(MNP) 

{MP c (MNP) 


Chứng minh s // (MNP): 

Gọi Q = AC n MN . Khi đó Q là trung điểm 


của AC. 

Do đó: sc // PQ (T/c đường trung bình trong 
tam giác SAC) 

mà PQ c (MNP). Vậy sc // (MNP) 


s 



Bài 3.8. Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N lần lưọt là trọng tâm của tam giác ABD và BCD. 

a) Chứng minh rằng: MN // (ACD) và MN // (ABC) 

b) Xác định giao tuyến của (DMN) và (ABC). Chứng minh giao tuyến này song song với MN. Tính 


//tì ĩsnGiải 


a) Gọi K là trung điểm của BD. Vì M, N là trọng 
tâm của các tam giác ABD và BCD nên A, M, K 
thăng hàng và c, N, K thăng hàng, tức là AM căt 
CN tại K 
Ta có: 

KM 1 KN 1 KM KN A/ÍAĨ . . . _ 

KA 3 KC 3 KA KC 


Tứ đó: Mỵ NAC \ => MN / /( ACD ) và 
ACc(ACD) J 

MN//AC ) 

. _ }=>MN / /(ABC) 

AC c (A6C)J 

b) Trong mp (ABD): DM cắt AB tại I; trong 
mp(BCD): DN cắt BC tại J Khi đó I, J là hai 
diêm chung của hai (DMN) và (ABC). Suy ra 
(DMN)n(ABC) = IJ 
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I, J lấn lưọt là trung điểm của AB và BC nên IJ 
là đường trung bình trong tam giác ABC 

=> IJ / /AC',IJ = ị AC . Mà MN // AC (câu a) 

2 

nên MN // IJ. 

Ta có IJ = Ậ AC ; 

2 


KM _ MN 
KA - AC 


= 4 => MN = ^ AC . Từ đó 
3 3 


MN _ 2 
1J - 3 


A 



Vấn đề 2. Dựng thiết diện song song với một đường thắng 

Phương pháp: Cho đường thẳng d song song với mặt phẳng (a) . Neu mặt phẳng ( [3) chứa d và cắt (a) 


d / /(ơ) 

theo giao tuyến d’ thì d’ song song với d . Nghĩa là: (/?) Z) d 


>=> d//d' 


( J3)n(a) = d' 

Thiết diện cắt bởi một mặt phang chứa một đường thẳng song song với một đường thẳng cho trước được 
xác định bằng cách phối hợp hai cách xác định giao tuyến đã biết. 


Bài 3.9. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành ABCD, o là giao điểm của AC và BD, M là 
trung điếm của SA. Tìm thiết diện của mặt phắng ( a ) với hình chóp S.ABCD nếu (a) qua M và đồng 
thời song song với sc và AD. 


HD ì&Giải 

Vì (ơ) song song với AD nên ( a) cắt hai mặt 
phẳng (SAD) và (ABCD) theo hai giao tuyến song 
song với AD. 

Tưoưg tự (a) song song với sc nên (a) cắt hai 
mặt phang (SAC) và (SCD) theo hai giao tuyến 
song song với sc. 

Gọi o = AC n BD , ta có SC//OM( đường trung 
bình trong tam giác SAC) 

Qua o kẻ đường thắng song song với AD, cắt AB 
và CD tại Q và p. Qua M, kẻ đường thắng song 
song với AD cắt SD tại N. 


Theo nhận xét trên, ta có MN // PQ // sc 
Vậy thiết diện là hình thang MNPQ 


s 



Bài 3.10. Cho tứ diện ABCD. Trên AB lấy điếm M. Cho (ữ) là mặt phang qua M, song song với hai 
đường thẳng AC và BD. 

a) Tìm giao tuyến của ( a ) với các mặt của tứ diện 

b) Thiết diên của tứ diện cắt bởi mặt phang (ơ) là hình gì? 

HD ìslGìởì 

a) Giao tuyến của ( a ) với các mặt của tứ b) Thiết diện tạo bởi mặt phắng (a) với tứ 

diện là các cạnh của tứ giác MNPQ có: diện là hình bình hành MNPQ 

MN // PQ //AC và MQ // NP // BD 


A 
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Bài 3.11. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là một tứ giác lồi. Gọi o là giao điếm của hai đường 
chéo AC và BD. Xác định thiết diện của hình chóp cắt bởi mặt phắng (a) đi qua o, song song với AB và 
sc. Thiết diện đó là hình gì? 

HD ìs.Giải 


0 a)//AB 

Ta có: AB c ( ABCD) 


> => MN / /AB 


(a) n (ABCD) = MN 


0 à)HSC 
sc c (SBC) 
(a)n(SBC) = MQ 


\^MQ//SC 


(a)//AB 
sc c (SAB) 

(a) n (SAB) = PQ 


> => PQ//AB 


s 



Vậy MN // PQ. Do đó tứ giác MNPQ là hình 

thang _ 

Bài 3.12. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi 
mặt phăng đi qua trung diêm M của cạnh AB, song song với BD và SA. 


HD ìs.Giải 

Qua M vẽ đường thắng song song với BD cắt AD 
tại N và cắt AC tại I. Qua M, I, N vẽ các đường 
thẳng song song với SA lần lượt cắt SB, sc, SD 
tại R, Q, p. 

Thiết diện là ngũ giác MNPQR. 


s 



Bài 3.13. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. M là một điểm di động trên đoạn AB. 
Một mặt phẳng ( a ) đi qua M và song song với SA và BC; ( a) cắt SB, sc và CD tại N, p, Q 

a) Tứ giác MNPQ là hình gì? 

b) Gọi I là giao điểm của MN và PQ. Chứng minh rằng I nằm trên một đường thắng cố định. 


HD ìs.Giải 

a) Vì Me (SAB) và nên 

[SA c (S/\/ỉ) 

(à) n (SAB) = MN và MN // AB. 


Tưong tự (à) n (SBC) = NP và NP // BC; 
(a)n(SCD) = PQ ; (a) n (ABCD) = MQ vàMQ 
// BC. Từ đó suy ra, tứ giác ABCD là hình thang. 


Se(SAB)n(SCD) 
b) Ta có < AB d (SAB),CD c (SCD) 

AB//CD 

=> (SAB) n (SCD) = Sx và Sx // AB // CD 

ịleMN cz(SAB) 
MN n PQ = /=><! _ _ v 

[ì e PQ d (SCD) 

=> / e (SAB) n (SCD) => / e Sx 


(SAB) và (SCD) cố định nên Sx cố định. 
Dó đó I thuộc đường thẳng Sx cố định. 
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c. BÀI TẬP Tự LUYỆN 

Bài 3.14 . Cho tứ diện ABCD. Qua điểm M nằm trên AC ta dựng được một mặt phang (a) song song với 
AB và CD. Mặt phẳng này lần lượt cắt các cạnh BC, BD và AD tại N, N và Q. 

a) Tứ giác MNPQ là hình gì? 

b) Gọi o là giao điểm của hai đường chéo của tứ giác MNPQ. Tìm tập họp các điếm o khi M di 
động trên đoạn thăng AC. 

Bài 3.15 , Cho tứ diện ABCD. Trọng tâm G của tam giác ABD, điểm I nằm trên cạnh BC sao cho BI = 
2IC. Chứng minh rằng IG song song với mặt phang (ACD). 

Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành, Gọi M là trung điểm của cạnh SC; (P) là mặt phẳng 
qua M và song song với BD. 

a) Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi (P) 

b) Gọi E, F lần lượt là giao điếm của (P) với các cạnh SB và SD. Hãy tìm tỉ số diện tích của tam giác 
SME với tam giác SBC và tỉ số diện tích của tam giác SMF với tam giác SCD. 

c) Gọi K là giao diêm của ME với CB, J là giao diêm của MF và CD. Hãy chứng minh ba diêm K, 

, , EF 

A, J năm trên một đường thăng song song với EF và tìm tỉ sô — J- 
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§4. HAI MẶT PHẢNG SONG SONG 


A. KIÉN THỨC CẤN NẮM 


I Đỉnh nghĩa : Hai mặt phắng ( a ) và (/?) được gọi là song song với nhau nếu chúng không có điếm 

chung. Kí hiệu: (a) / K/3) hoặc (j3) / /(ơ). Như vậy ( a ) / /(/?) <=> ( a ) n ( Ị5 ) = 

ỊL Tính chất . 

1. Đinh lí 1 ■ Neu mặt phang (a) chứa hai đường thắng cắt nhau a, b và a, b cùng song với mặt phang 


a c(ff),èc(a) 

(/?) thì ( a ) song song với (/?); nghĩa là a n b = M > => (a) / /(/?) 

all{p),bll{p) 


Hê quả : Neu mặt phang (a) chứa hai đường thẳng cắt nhau a và b, mặt phang {(}) chứa hai đưòng thắng 

cắt nhau a' và b' đồng thời a // a', b // b' thì mặt phang (a) song song với mặt phang (/?). 

2. Đinh lí 2 . Qua một điểm nằm ngoài một mặt phẳng cho trước có một và chỉ một mặt phẳng song song 
với mặt phang đã cho. 

a) Hê quá 1 ■ Neu đường thẳng d song song với mặt phẳng (a) thì trong (a) có một đường thẳng song 
song với d và qua d có duy nhất một mặt phang (/?) song song với (a). 

b) Hê quá 2 . Hai mặt phẳng phân biệt cùng song song với mặt phẳng thứ ba thì song song với nhau. 

c) Hê quá 3. Cho điểm A không nằm trên mặt phẳng (a). Mọi đường thẳng đi qua A và song song với 
(a) đều nằm trong mặt phẳng đi qua A và song song với (a). 

3. Đinh lí 3. Cho hai mặt phang song. Neu một mặt phang cắt mặt phang này thì cũng cắt mặt phang kia 
và hai giao tuyến song song với nhau. 

Hê quà : Hai mặt phang song song chắn trên hai cát tuyến song song những đoạn thắng bằng nhau. 

4. Đinh li 4 (Đinh lí Ta-lét). Ba mặt phang đôi một song song chắn trên hai cát tuyến bất kì những đoạn 
thẳng tưong ứng tỉ lệ. 



AB AC BC 



5. Đinh lí Ta-lét đảo . 

Giả sử trên hai đường thắng chéo nhau lần lượt lấy các điếm A, B, c và A’, B’, C’ sao 
, AB BC CA 


cho 


A'B' B'C' C'A’ 

Khi đó AA’, BB’, CC’ lần lưọt nằm trên ba mặt phang song song, tức là chúng cùng song song với một 
mặt phăng. 

III. Hình lăng tru và hình chóp cut 
1. Hình lăng tru 

Hình lăng trụ là một hình đa diện có hai mặt nằm trong hai mặt phang song song (gọi là hai đáy) và tất cả 
các cạnh không thuộc hai đáy đều song song với nhau (gọi là cạnh bên) 

Hai đáy của hình lăng trụ là các đa giác bằng nhau 

Các mặt khác hai đáy gọi là mặt bên: Mồi mặt bên là một hình bình hành 

Các mặt tạo bởi hai cạnh bên không liên tiếp gọi là mặt chéo: Mồi mặt chéo là một hình bình hành 
Đường chéo của các mặt chéo là đường chéo của hình lăng trụ 
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Tùy theo đáy, ta gọi hình lăng trụ tam giác, hình lăng trụ tứ giác, hình lăng trụ lục giác, . . . 




Lăng trụ tứ giác 




Lăng trụ ngũ giác 


2. Hình hỏp 

Hình hộp là hình lăng trụ có đáy là hình bình hành. 

6 mặt của hình hộp chữ nhật đều là hình bình hành 

Các đường chéo của hình bình hành đồng qui tại một điểm là trung điểm của mỗi đường chéo 
(điểm đó gọi là tâm của hình hộp) 

Hình hộp có tất cả các mặt bên và các mặt đáy đều là hình chữ nhật gọi là hình hộp chữ nhật 
Hình hộp có tất cả các mặt bên và các mặt đáy đều là hình vuông gọi là hình lập phưong 



3. Hình chóp cut 

Cho hình chóp S.AiA 2 ...A n . Một mặt phăng 
không qua đỉnh, song song với mặt phang đáy 
của hình chóp cắt các cạnh SAi, SA 2 , . . ., SA n 

lần lưọt tại Á,A’ ,...,A' . Hình toạ bởi thiết 

diện Ả 1 Á 2 ...Á n và đáy A ị A r ..A n của hình chóp 
cùng các từ giác 

AA)A,A , A)A)A,A. áA A được gọi là 

hình chóp cụt, kí hiệu A, A'.. .A' .Ạ A,. .A 
Hình chóp cụt có: 

Hai đáy là hai da giác có cạnh tuông ứng 
song dong và tỉ số các cạnh tuông ứng 
bằng nhau 

Các mặt bên là những hình thang 

Các đường thẳng chứa các cạnh bên đồng 

qui tại một diêm. 


s 



B. BÀI TẬP 


Vấn đề 1. Chứng minh hai mặt phẳng song song 
Phươìig pháp: 

1. Vận dụng định lí 1: Neu mặt phang (a) chứa hai đường thẳng cắt nhau a, h và a, h cùng song với mặt 


a c= ( a),b c ( a ) 

phẳng (J3) thì ( a ) song song với (jB):anb = M > => ( a )//(/?) 

a//(jB),b//(jB ) 

2. Ta chứng minh hai mặt phang ( a ) và (/?) cùng song song với mặt phang thứ ba {ỳ) 
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Bài 4.1. Cho từ diện ABCD. Gọi Gi, G 2 , G 3 lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABC, ACD, ABD. 
Chứng minh mặt phẳng (G 1 G 2 G 3 ) song song với mặt phẳng (BCD). 


HD ìstGiủi 


Gọi M, N, p lần lượt là trung điểm của BC, CD, 


DB. Ta có: 

AG, 

M <E AG, và 

1 


AM 


AG. 

N e AG n và 

2 


AN 


AG 

p e AG. và 

3 

3 

AP " 

AG, 

AG 0 


2 . 

AM 

AA ' 


2 

3 

2 

3 

2 

3 


G 1 G 2 / /MN 


Vì MN nằm trong (BCD) nên GjG 2 / KBCD) 


, AG, AG, . 

Tuơng tự ^ 7-7 = — 77 - => G.G, /IMP 
AM AP 13 

Vì MP nằm trong (BCD) nên G,G 3 / !{BCD). 


Như vậy 
G 1 G 3 c(G 1 G 2 G 3 ) 

< GjG 2 nG 1 G 3 =Gj => (GjG 2 G 3 )/ /(BCD) 
GjG 2 / /(BCD) 

G G 3 / KBCD) 


A 



Bài 4.2. Cho hai hình vuông ABCD và ABEF ở trong hai mặt phang phân biệt. Trên các đường chéo AC 
và BF lần lượt lấy các điểm M và N sao cho AM — BN. Các đường thẳng song song với AB vẽ từ M và N 
lần lượt cắt AD và AF tại M’ và N’. Chứng minh: 

a) (ADF) // (BCE) 

b) M’N’ // DF 

c) (DEF) ỊJ_ (MM’N’N) và MN // (DEF). _ 

HD ìs.Giải 


a) Ta có: 

BC c (BCE)ị 
AF // BE ì 

__ _ }^AF//(BCE) 

BE c (BCE)ị 

mà AD,AF c (ADF) 

Nên (ADF) // (BCE) 

b) Vì ABCD và ABEF là các hình vuông nên AC 
= BF. 

Ta có: MM1 = 

AD AC 

NN'//AB^^- = ^( 2) 

AF 


Từ (1) và (2): ~~ = ~~r = > M'N'//DF 
AD AF 

c) Từ chứng minh trên suy ra: DF // (MM’N’N) 
AW'//AB^AW7/FFỊ 
NN' a (MM'N'N) I 
=> EF//(MM'N'N) 

Mà DF, EF chứa trong (MM’N’N) 

Nên (DEF) // (MM N’N) 

Vì MN chứa trong (MM’N’N) và 
(DEF)//(MM ’ N ’ N) 

Nên MN // (DEF) 
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Bài 4.3. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A’B’C\ Gọi H là trung điểm của A’B’. 

a) Chứng minh rẳng: CB’ // (AHC’) 

b) Tìm giao tuyến d của (AB’C’) và (ABC). 

HD ìs.Giải 


a) 


b) 


Ta có tứ giác AA’C’C là hình bình hành 
suy ra A’C cắt AC’ tại trung điểm I của 
mỗi đuờng. 

do đó IH // CB’(đuờng trung bình của tam 
giác CB’A’) 

Mà IH chứa trong (AHC’) nên CB’ // 
(AHC’) 

' , ]ag(AB'C') 

Ta có < 

[ấ6 (ABC) 

=> Ae (AB'C')n(ABC) 

B'C'//BC 


Mà < 


B'C' a {AB'C') 


BC c (ABC) 


Nên (AB'C')n(ABC) = Ax//BC//B'C' 



Bài 4.4. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A’B’C’ có các cạnh bên AA’, BB’, CC’. Gọi I, I’ tuong ứng là 
trung điểm của hai cạnh BC và B’C\ 

a) Chứng minh rằng: AI // AT 

b) Tìm giao điểm của IA’ với mặt phang (AB’C’) 

c) Tìm giao tuyến d của (AB’C’) và (A’BC). 


HD ìstGiửi 


a) Ta có: II’ // BB’ và II’ = BB’ 
Mặt khác AA’ // BB’ và AA’ = BB’ 
nên AA’ // II’ và AA’ = II’ 

Suy ra AATI là hình bình hành 
Suy ra AI //AT 

T , ỊAg(AB'C') 

b) Ta có : < 

[ấg (AA77) 

=>Ag ( AB'C')n{AA'I'I ) 


Tuoug tự : 


17'e B'C' a {AB'C') 
|/'G ( AATI ) 

I'G ( AB'C')n(AA'I'I ) 
AI' = (AB'C')n(AA' I' I) 


Khi đó AI'nA'I = E. Ta có 
Ịeg IA' 

[£e AI' 

Vậy E là giao điểm của AT và (AB’C’) 

ỊMg ( AB'C') 
\mg {ABC') 
\Ng(AB'C') 
[Ne (ABC') 

Vậy: ( AB'C')n(A'BC) = MN 


Eg ( AB'C') 
to điểm của A 
c) Ta c ổ:A'BnAB' = M 

Tưongtự: AC'r)A'C = N- 
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Bài 4.5. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A’B’C\ Gọi M, M’ lần lượt là trung điểm của các cạnh BC và 
B’C’ 

a) Chứng minh rằng AM song song với A’M’ 

b) Tìm giao điếm của mặt phang (AB’C’) vói đường thắng A’M 

c) Tìm giao tuyến d của hai mặt phẳng (AB’C’) và (BA’C’) 

d) Tìm giao điểm G của đường thắng d với mặt phang (AM’M). Chứng minh G là trọng tâm của tam giác 

AB’C’. _ _ 

HD ìsLGiải 


a) MM’ // BB’ và MM’ = BB’ =>MM’ // AB và 
MM’ = AB(hình lăng trụ) 

Suy ra tứ giác AA’M’M là hình bình hành => AM 
// A’M’ 

b) Gọi I = A'MnAM' 

Ta có: 

17 e AM' cz(AB'C') 

1/eA'M 


I = A'Mn(AB'C') c) 


[Ce ( AB'C ') 


C'e (AB'C')n(BA'C') 


[C'e ( BMC') 

AB'nA'B = o 
ịoe c AB'C') 

^[Oe (5A'C') 

=> d = C'Ũ = (AB'C')n(BA'C') 
d a (AB'C') 

AM' c (AB'C') 

\Gzd 
Ịơg AM' 

Ta có OC'nAM' = G 


d ) 


o G ( AB'C')n(BA’C ') 


d n AM' = G 


Ge ( AM'M ) 


Mà OC’, AM’ là trung tuyến tam giác AB’C’ 
Vậy G là trọng tâm của tam giác AB’C’ 
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Bài 4.6. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A’B’C’. Gọi I, K, G lần lượt là trọng tâm của tam giác ABC, 
A’B’C\ A’CC\ Chứng minh rang: 

a) Mặt phẳng (IKG) song song với mặt phẳng (BB’CC’) 

b) Xác định thiết điện của lăng trụ với mặt phẳng (IKG). Thiết diện là hình gì ? 

c) Gọi H là trung điểm của BB’. Chứng minh (AHI) // (A’KG). 

Bài 4.7. Cho hình hộp ABCD.A^CD’. Chứng minh rằng: 

a) (AB’D’)//(C’BD) 

b) Bốn tâm đối xứng của bốn mặt bên là bốn đỉnh của một hình hình hành. 

Bài 4.8 . Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình bình hành. Mặt phẳng qua M của cạnh bên SA 

và song song với mặt đáy. Xác định thiết diện của hình chóp với mặt phẳng . Thiết diện là hình gì? 

Bài 4.9. Cho hình chóp tứ giác S.ABCD và điềm M trên cạnh sc. Xác định thiết diện của hình chóp với 
mặt phẳng qua M và song song với (SAB). 
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§5. PHÉP CHIẾU SONG SONG 


A. KIÉN THỨC CẦN NẮM 

1. Phép chiếu song song 

Cho mặt phang (a) và đường thẳng A cắt (a ). Với mỗi điểm M trong không gian, đường thẳng qua 
M và song song hoặc trùng với A cắt (a) tại điếm M' xác định. 

Điểm M' gọi là hình chiếu song song của điểm M trên mặt phẳng (a) theo phương A. 

Mặt phang (a) được gọi là mặt phang chiếu, phương của đường thắng A được gọi là phương chiếu. 
Phép đặt tương ứng mồi điếm M trong không gian với hình chiếu M' của nó trên mặt phắng (à) được 
gọi là phép chiếu song song lên ( a ) theo phương A 



2. Các tính chất của phép chiếu song song (với đường thẳng và đoạn thắng không song song hoặc trùng 
với phương chiếu) 

Phép chiêu song song biên ba điêm thăng hàng thành ba điêm thăng hàng và không làm thay đôi thứ 
tự ba điểm đó; 

Phép chiếu song song biến đường thắng thành đường thẳng, biến tia thành tia, biến đoạn thẳng thành 
đoạn thăng; 

Phép chiếu song song biến hai đường thắng song song thành hai đường thắng song song hoặc trùng 
nhau; 

Phép chiều song song không làm thay đối tỉ số độ dài của hai đoạn thẳng nằm trên hai đường thắng 
song song hoặc cùng nằm trên một đường thắng. 

3. Hình biếu diễn của môt số hình không gian trên măt phang 

Một tam giác bất kì bao giờ cũng có thế là hình biểu diễn của một tam giác tuỳ ý cho trước ( có 
thể là tam giác đều, tam giác cân, tam giác vuông,. . .); 

Một hình bình hành bất kì bao giờ cũng có thể coi là hình biểu diễn của một hình bình hành tuỳ ý 
cho trước ( có thê là hình bình hành, hình vuông, hình chữ nhật, hình thoi,. . .). 

Một hình thang bất kì bao giờ cũng có thế coi là hình biểu diễn của một hình thang tuỳ ý cho 
trước, miễn là tỉ số độ dài hai đáy của hình biểu diễn phải bằng tỉ số độ dài hai đáy của hình đã 
cho. 

Người ta thường dùng hình elip đế biếu diễn hình tròn. 


B. BÀITẶP 

_c_ 

Bài 5.1. Tam giác ABC có hình chiếu song song là tam giác A'B'C'. Chứng minh rằng trọng tâm của tam 
giác ABC có hình chiếu song song là trọng tâm của tam giác A'B'C'. 

HD ĩs.Giủi 

Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC G' là hình chiếu song song của nó. Gọi M là trung điếm cùa BC thí 
A, G, M thăng hàng. 

Gọi M' là hình chiếu của M. Khi đó theo tính chất của phép chiếu song song ta CÓ:A', G' M' thắng hàng và 


A'G' _ AG _ 2 
A'M'~ AM _ 3 


(1); B', M', C' thằng hàng và 


B'M' _BM _ 2 
M'C' - MC - 3 


Từ (1) và (2) suy ra G' là trọng tâm của tam giác A'B'C'. 


( 2 ) 
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Bài 5.2. 

a) Vẽ hình biêu diên của một tứ diện và trọng tâm của nó. 

b) Vẽ hình biếu diễn của tam giác vuông nột tiếp trong đường tròn. 

HD ìsLGiải 

a) Vẽ hình biểu diễn của tứ diện ABCD. Lấy M, N lần lượt là trung điểm của AB và CD thì trung 
điếm G của MN sẽ biếu diễn cho trọng tâm của tứ diện. 

b) Vẽ elip tâm o là hình biếu diễn của đường tròn đã cho. Lấy hai điếm A và B là hai điểm trên elip 
sao cho B, c, o thăng hàng và một diêm A thuộc elip sao cho A khác với B và c. Khi đó, tam 
giác ABC là hình biểu diễn của một tâm giác vuông nội tiếp trong một đường tròn. 



Bài 5.3. Cho tam giác ABC. Hãy chọn mặt phang chiếu ( a ) và phương chiếu của tam giác ABC trên (a) 
là: 

a) Một tam giác cân 

b) Một tam giác đều 

c) Một tam giác vuông 

HD ìs.Giải 

a) Qua BC dựng một mặt phắng (a) không đi qua 
A. Trong mặt (ơ) ta dựng tam giác cân BCAi(BAi 
= CAi). Khi đó, phép chiếu song song lên (ơ) 
theo phương chiếu A= AAi biến tam giác ABC 
thành tam giác cân A]BC. 

b) Trong (ơ) ở câu a), ta dựng tam giác BCA 2 và 

c) Chọn phương chiếu A = AA 2 . Trong mặt phang 
(ă) câu a), ta dựng tam giác vuông BCA 3 

ỊbA,c|= 90° và chọn phương A = AA 3 . 

Bài 5.4. 

a) Vẽ hình biểu diễn của một hình vuông nội tiếp trong một đường tròn. 

b) Vẽ hình biếu diễn của một lục giác đều. 

HD ìs.Giải 

a) Vẽ tam giác tam giác vuông nội tiếp trong một đường tròn (Theo bài 5.2). Qua o ta kẻ hai dây 
ME và NF của elip lần lượt song song với AC và AB. Khi đó, tứ giác MNEF là hình biểu diễn của 
một hình vuông nội tiếp trong một đường tròn. 

b) Xét hình lục giác đều ABCDEF (Hình 5.4bi), ta nhận thấy: 

Tứ giác OABC là hình thoi 

Các điểm D, E, F lần lượt là các điểm đối xứng của các điểm A, B, c qua tâm o 
Từ đó, suy ra cách vẽ hình biếu diễn của lục giác đều ABCDEF như sau: 

VẼ hình bình hành 0'A'B'C' biểu diễn cho hình thoi OABC. 

Lấy cá điểm D', E', F' lần lượt đối xứng với các điểm A', B' C' qua O', ta được hình biểu diễn A' 
B'C'D'EE' (hình 5.4 b 2 ) của hình lục giác đều ABCDEF. 
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Bài 5.5. Giả sử tam giác ABC là hình biểu diễn của một tam giác đều. Hãy dựng hình biểu diễn của tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác đều đó. 


HD ìs-Giải 

Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác đều trùng với 
trọng tâm của tam giác đó, nên hình biếu diễn của 
tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác đều chính là 
trọng tâm của o của tam giác ABC. 



c 


Bài 5.6. Cho một elip là hình biếu diễn của một đường tròn. Hãy vẽ hình biểu diễn của mồi hình sau: 

a) Một dây cung và đường kính vuông góc với dây cung đó của đường tròn 

b) Hai đường kính vuông góc của đường tròn 

c) Một tam giác đều nội tiếp đường tròn. 

HD ĩ&Giứi 

a) Vẽ dây cung MN và một dây cung PQ đi qua tâm o của elip và trung diêm I của MN. 

Khi đó MN và PQ lần lượt là hình biểu diễn của một dây cung và một đường kí nh vuông góc với 
dây cung đó của đường tròn. 

b) Sau bước câu a), vẽ dây cung AB qua o và song song với MN. Khi đó PQ và AB là hình biểu diễn 
của hai đường kính vuông góc với đường tròn. 

c) Sau câu a) b), ta vẽ hai dây cung AB và PQ. Khi đó tam giác AEF là hình biếu 

PQ của elip là hình biếu diễn của hai diễn của một tam giác đều nội tiếp 

đường kính vuông góc với đường tròn. Từ đường tròn đã cho. 

trung diêm J của OB, vẽ dây cung EF // 


Hình 

5.6 



Bài 5.7. Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D'. Trên các cạnh AA', BC lần lượt lấỵ các điểm M và N không 
trùng với các đỉnh của hình hộp. Trong hình bình hành A'B'C'D' lấy một điếm p. Hãy xác định thiết diện 
của hình hộp khi cắt bởi mp(AMN). 

HD ìs.Giải 

Trước hêt, ta tìm giao diêm của Pm với mặt phăng 
(ABCD). Gọi P' là hình chiếu của p trên 
mp(ABCD) theo phương chiếu AA'. Khi đó PM 
cắt P'A tại I. Vì I thuộc mp(ABCD) nên IN cắt AB 
tại K. Gọi E là giao điểm của KM với A'B'. Nối E 
với p cắt A'D' và B'C' lần lượt tại F và G. Vậy 
thiết diện cần tìm là ngũ giác MKNGF. 



BÀI TẶP ĐỀ NGHỊ 


Bài 5.8. Vẽ hình chiếu của tứ diện ABCD lên mặt phang (P) theo phương chiếu AB (AB không song song 
với (P)). 

Bài 5.9. Vẽ hình chiếu của hình hộp ABCD.A 1 B 1 C 1 D 1 lên mặt phẳng (P) theo phương chiếu ACi( ACi 
không song song với (P)). 
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ÔN TẬP CHƯƠNG II 

A. CÁC DẠNG TOÁN cơ BẢN CỦA CHƯƠNG II 


hai mặt phăng. Cụ thê: 


DẠNG 1. Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng 

Phương pháp 1. (áp dụng nội dung tính chất 5 của bài 1 sgk/47). Ta tìm hai điếm chung phân biệt của 

Me (a)n(p) 

Ne (a)n(p) =>MN = (a)n(p) 

M é N 

Phương pháp 2. (Áp dụng HQ của nội dung Định lí 2 của bài sgk/57) 

( a MP) 

a//b v ^ , 

• (a]n(P) = A,A/ /a/ /b hoặc trùng với một trong hai đường thăng a và b. 


Cụ thể: < 


a c 


(“) 
ỉ> <= (p) 


Phương pháp 3. (Áp dụng nội dung Định lí 2 của bài 3 sgk/61) 
al / (oc)l 

Cụthể: ^ f=>(p)n(a) = Ế>,ỉ>//« 

«c(p)J 

DẠNG 2. Tìm giao điếm của đường thắng và mặt phắng 

Phương pháp: Tìm giao điểm của đường thẳng d và mặt phẳng (ơ.), phương pháp chung: 
d' d (a) 


♦ ÌSL ' 7 Ị>=>/ = dn(a) 
d' nd = I 

♦ ÌSL Chọn mặt phẳng (p) chứa đường thẳng d sao cho dễ tìm giao tuyến với (a) là d' 

d d (p) 

Cụ thể: (p)n(a) = r/ / >=>/=r/n(a) 
d' nd = ỉ 

DẠNG 3. Chứng đường thắng song song vói mặt phắng 
Phương pháp: (áp dụng nội dung Định lí 1 của bài 3 sgk/61) 

d (a) 

Cụth ề-.d/ld' >=>d//( a) 
d' d (a) 

DẠNG 4. Chứng minh hai mặt phắng song song 
Phương pháp: (Áp dụng nội dung Định lí 1 của bài 4 sgk/64) 

a,b d (a) 

Cụ thể: a//(p),fc//(p)>=>(a)//(p) 
anb = M 

DẠNG 5. Dựng thiết diện 

Dựng thiết diện của hình (H) khi cắt bởi mặt phẳng (a): 

Phương pháp chung: Ta tìm các giao tuyến (nếu có) của (a) với mặt đáy và các mặt bên của hình (H). 

Đoạn nối giữa các giao tuyến cho ta một hình, hình đó là thiết diện cần tìm. 

Lưu ý: 
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© Dựng thiết diện song song vói một đường thắng: (a) đi qua một điểm và song song với hai đường 
thăng trong hình (H) hoặc qua hai điêm và song song với một đường thăng trong hình (H). 

Phương pháp: Cho đường thẳng d song song với mặt phẳng (aj. Nếu mặt phẳng (p) chứa d và cắt (a) 

theo giao tuyến d' thì d' song song với d. 

© Dựng thiết diện song song vói một mặt phẳng trong hình (H): (a) song song với một mặt phẳng 

nào đó trong hình (H). 

Phương pháp: 

"Ỉ&. Áp dụng: Khi (a) song song với một mặt phẳng (p) nào đó thì (a) sẽ song song với tất cả đường 
thẳng trong (p). 

ìs. Để xác định giao tuyến của (a) với các mặt của hình (H), ta làm như sau: 

♦ Tìm đường thẳng d nằm trong (p) 


♦Vì (a) / / (p) nên (a) cắt những mặt phẳng chứa d theo các giao tuyến song song với d. 


DẠNG 6. Chứng minh hai đường thắng song song 
Phương pháp: 

1. Chứng minh chúng cùng thuộc một mặt phang và dùng phương pháp chứng minh hai đường thẳng 
song song trong hình học phắng( như tính chất đường trung bình của tam giác, định lí Talét đảo, tính chất 
song song của hai đường thắng cùng vuông góc với đường thắng thứ ba, ...) 

2. Chứng minh chúng cùng song song với đường thẳng thứ ba. 

3. Dùng tính chất: Hai mặt phang phân biệt lần lượt chứa hai đường thẳng song song thì giao tuyến của 

fl€ (ơ) 


chúng(nếu có) cũng song song với hai đường thẳng ấy. Tức là: 


be(j3) 
a//b 

( a)n(j3) = c 


=> c / / a //b 


4. Dùng định lý về giao tuyến của ba mặt phang: 


anỵ=a 
< jBnỵ=b => 
an p = c 


a!Ib//c 
a, b đồng quy 


DẠNG 7. Chứng minh ba điểm thẳng hàng, ba đường thẳng đồng qui. 

Phương pháp: 

Ì&. Đê chứng minh ba diêm thăng hàng, ta chứng minh chúng cùng thuộc hai mặt phăng phân biệt. Khi đó 
chúng thuộc giao tuyến hai mặt phang đó. 

ìs. Đê chứng minh ba đường thăng đông qui, ta chứng minh giao diêm của hai đường thăng này là diêm 
chung của hai mặt phăng mà giao tuyên là đường thăng thứ ba. 


B. BÀI TẬP 


Bài 1. Cho hình thang ABCD và ABEF có chung đáy lớn AB và không cùng nằm trong một mặt phang 

a) Tìm giao tuyến của các mặt phẳng sau: (AEC) và (BFD); (BCE) và (ADF) 

b) Lấy M là một điểm thuộc đoạn DF. Tìm giao tuyến của đường thắng AM với mp(BCE) 

c) Chứng minh hai đường thẳng AC và BF không cắt nhan. 

HD ĩs.Giủi 

a) Gọi G - AC n BD\H = AE n BF c) Nếu AC và BF cắt nhau thì hai hình thang đã 

Ta có (AEC ) n {BFD) = HG cho cùng nằm trên một mặt phẳng. Điểu này 

Tương tự: Gọi / = AD n BC\ K = AF n BE trái với ễ iả tiũết- 

Ta có: (BCE) n ( ADF) = IK 

b) Gọi N = AMnIK . Ta có: N = AM n(BCE) 


HÌNH HỌC 11 


74 


Chương II. Quan hệ song song 









Toán 11 - http://www.toanmath.com/ 


GV. Lư Sĩ Pháp 


I 



Bài 2. Cho hình chóp S.ABCD, có đáy ABCD là hình thang và AB là đáy lớn. Gọi M, N theo thứ tự là 
trung điểm của các cạnh SB và sc. 

a) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (SAD) và (SBC) 

b) Tìm giao điểm của đường thắng SD với mặt phang (AMN) 

Tìm thiết diện của hình chóp S.ABCD cắt bởi mặt phang (AMN). 

HD ìsLGiải 

a) Gọi E = AD nBC . Ta có 
( SAD)n{SBC) = SE 

b) Gọi F = SEnMN,P = SDnAF 
Ta có: p -SDn (AMN) 

c) Thiết diện là tứ giác APNM 


Bài 3. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Gọi o là giao điếm hai đường chéo, M, 
N, p, theo thứ tự là trung điểm các đoạn thẳng SA, BC, CD. 

a) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (SAC) và (SBD). 

b) Tìm giao điểm của đường thắng so với mp(MNP). 

c) Tìm thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mp(MNP). 

HD ìs.Giải 

c) Gọi E = ABnNP;F = ADnNP 
R = SB n ME\ Q = SDnMF 
Thiết diện cần tìm là ngũ giác MQPNR 


a) Ta có (SAC) n ( SBD ) = so 

b) Gọi H = AC n NP-, I = so n MH 
Ta có: I = SO n(MNP) 


s 



s 



E 

Bài 4. Từ các đỉnh của tam giác ABC ta kẻ các đoạn thắng AA’, BB’, CC’ song song , cùng chiều, bằng 
nhau và không nằm trong mặt phang của tam giác. Gọi I, G và K lần lượt là trọng tâm của các tam giác 
ABC, ACC\ A’B’C’. 

a) Chứng minh rằng (IGK) // (BB’C’C) 

b) Chứng minh rằng (A’GK) // (AIB’). 

HD ìslGìuì 
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a) Gọi M, M’ tương ứng là trung điếm AC và 
A’C’,tacó: 

/e BM,Ge C' M,Ke B' M', theo tính chất trọng 
tâm ta có: 


ML = ^ = U, GnBC - 

MB MC' 3 

ỊỊL = E£. = U IK i,bb- 

MB M' B' 3 
Ta có: 


ịlGỈ/BC' 

\bC'c(BB'C'C) 

ịlKIIBB' 

I BB' a(BB'C'C) 


IG//(BB'C'C ) 
IK//(BB'C'C ) 


Mặt khác ta có: 


/G c (1GK) 
< IK c (IGK) 


Từ đó suy ra: (IGK) // (BB’C’C) 



IGnIK = I 

b) Gọi E và F tương ứng là trung điểm của BC và B’C’, o trung điểm A’C.A, I, E thẳng hàng nên (AIB’) 
chình là (AEB’). A’, G’ c thẳng hàng nên (A’GK) chính là (A’CF) 

Ta có: B’E // CF (do B’FCE là hình bình hành và AE // A’F nên (AIB’) // (A’GK) 

Bài 5. Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’. Hai điểm M, N lần lượt nằm trên hai cạnh AD và CC’ sao cho 
AM _ CN 
MD - NC' 

a) Chứng minh rằng đường thắng MN song song với mặt phang (ACB’) 

b) Xác định thiết diện của hình hộp cắt bởi mặt phang đi qua MN và song song với mặt phang (ACB’). 


a) Vẽ MP song song với AC và căt CD tại p 

_ , AM CP CN 
Ta có: 

MD PD NC' 

Do đó: PN//DC’ //AB’ 

Đường thẳng MN chứa trong (MNP) và mặt 
phẳng này có MP//AC, PN//AB’. 

Vậy (MNP) // (ACB’). Suy ra MN // (ACB’) 

b) Vì mặt phang (MNP) song song với mặt phang 
(ACB’) nên hai mặt phang đó sẽ cắt các mặt bên 
của hình hộp theo các giao tuyến song song 


HD ìstGiửi 

Ta vẽ NQ //CB’, QR // C’A’ // CA, RS // 
AB’ //PN và SM // QN. Thiết diện của hình 
hộp cắt bởi mặt phắng đi qua 
MN và song song với mặt phang (ACB’) là 
lục giác MPNQRS có các cạnh đối song 
song với nhau từng đôi một: MP // RQ, PN 
// SR, NQ // MS. 


A M D 



Bài 6. Cho hình lăng trụ ABCD.A’B’C’D’ 

a) Chứng minh rằng hai đường chéo AC’ và A’C cắt nhau và hai đường chéo BD’ và B’D cắt nhau 

b) Cho E, F lần lượt là trung điểm của hai đường chéo AC và BD. Chứng minh MN = EF 
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HD ĩs.Giái 


a) Hình bình hành ACC’A’ có hai đường chéo là 
AC’ và A’C cắt nhau tại trung điếm M của mỗi 
đường. Tương tự, hai đường chéo BD’ và B’D cắt 
nhau tại trung điếm N của mỗi đường. 

b) Trung điếm E của AC là hình chiếu của trung 
điếm M của AC’ theo phương của cạnh hình lăng 
trụ. Tương tự, trung điểm F là hình chiếu trung 


điểm N của đường thắng chéo BD’ trên BD. ta 

cc ' 

có: EM//CC’ và £M = Xf- 

2 

_ DD' 

Mặt khác: FN // DD’ và FN = — . Từ đó suy 

ra tứ giác MNFE là hình bình hành và ta có: 
MN = EF 



Bài 7. Cho tứ diện ABCD. Trên AD lấy trung điểm M, trên cạnh BC lấy một điểm N bất kì kh ác B và c. 
Gọi (P) là mặt phang qua đường thắng MN và song song với CD. 

a) Xác định thiết diện của tứ diện ABCD khi cắt bởi mp(P). 

b) Xác định vị trí N trên BC sau cho thiết diện là một hình bình hành. 

HD ì&Giải 


a) Ta có 

CD c ( ACD),CD / /(P) => ( ACD ) n (P) = MJ . 
Sao cho MJ // CD ( J thuôc trên AC) 

Tương tự, ta có: ( BCD ) n (P) = NI , sao cho 


b) Ta có: MJ = 


CD 

2 


. Vậy để hình thang MINJ 


là hình bình hành 
Suy ra: N là trung 


d NI = MJ = ịcD 
2 


điểm của BC 


NI//CD và I thuộc BD. 

Vậy thiết diện là hình thang MINJ (MJ // NI) 

A 



Bài 8.Cho bốn điểm A, B, c, D không cùng nằm trong một mặt phẳng. Gọi I, J lần lượt là trung điểm các 
đoạn AD, BC. Chứng minh rằng IB và JA không nằm trong cùng một mặt phang. 

HD ìs.Giải 


Ta dùng phương pháp phản chứng. 

Giả sử có một mặt phắng ( a ) chứa đồng thời IB 
và JA. Khi đó ta có: 

ffl <=«*)=> í 1 6( ^ 

fie (a) 


JA c (a) 


í/e (a) 
[ẩg ( a ) 


Ịc G BJ 
\bJ c (a) 
(De AI 
[AI c (a) 


=> Ce (a) 
De (a) 
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Vậy A, B, c, D cùng thuộc (ơ). Điều này vô lí vì 
A, B, c, D không cùng nằm trong một mặt phang 


A 



Bài 9. Cho tứ diện SABC có E, F lần lượt là trung điểm của SB, AB. Lấy G là một điểm trên đoạn AC 
sao cho G không trùng với trung điểm của AC. Gọi I là giao điểm của GF và mặt phẳng (SBC) 

a) Chứng minh I thuộc đường thẳng BC 

b) Xác định thiết diện tạo bởi (EFG) và tứ diện SABC. 

HD ìs.Giải 


í/e FG w 

a) <__=> /e (ABC) 

[FG c (ABC) 

(7 e (ABC) T 

1 . __ _ => / e {ABC) n {SBC) 

[I e {SBC) 

=>IeBC 

( Hay nói cách khác, ta đi chứng minh ba điếm I, 
B, c thẳng hàng) 

b) Do EF// SA mà EF c ( EFG) nên (EFG) // SA. 
Vậy (EFG) cắt hai mặt phẳng (SAB) và (SAC) lần 
lượt theo hai giao tuyến EF và GH cùng song song 
với SA(H thuộc SC). Ta có thiết diện cần tìm là 


s 



EFGH _ 

Bài 10. 

Cho hình chóp S.ABCD có ABCD là hình bình hành. Gọi M là một điểm di động trên cạnh sc và (a) là 
mặt phang qua AM và song song với BD. 

a) Chứng minh (a) luôn chứa một đường thẳng cố định khi M di động trên cạnh sc 

b) Gọi E, F lần lượt là giao điếm của (ơ) với các cạnh SB, SD. Hãy xác định điểm E, F 

Gọi I, J lần lượt là giao điểm của ME với BC và MF với CD. Chứng minh rằng ba điểm I, J. A thẳng 
hàng. 

HD ÌS.GÌUĨ 


a) ( a ) song song với BD nên ( a) sẽ cắt 
mp(ABCD) (chứa BD) theo một giao tuyến d đi 
qua A( điểm chung) và song song với BD. Do A 
cố định và BD cố định nên d chính là đường thắng 
cố định cần tìm 

b) Gọi I là giao điểm của d với đưòưg thẳng BC. 
Giao điểm IM với SB chính là điếm E cần tìm 
Tưong tự: gọi J là giao điếm của d với đường 
thắng CD. Giao điếm của MJ với SD chình là 
điếm F cần tìm 


c) Theo chứng minh trên I, J, A cùng thuộc trên 
d, nên chúng thẳng hàng. 



Bài 11. Cho hình chóp S.ABCD đáy là hình bình hành. Gọi M là trung điểm của sc. 
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a) Tìm giao điểm I của AM với (SBD). Chứng minh: IA = 2IM 

b) Tìm giao điểm F của SD với (ABM). Chứng minh F là trung điểm của SD 

c) Gọi N là một điếm tùy ý trên AB. Tìm giao điểm của MN với (SBD). 


HD ĩs.Giải 


a) Tìm giao điếm I của AM với (SBD): 

Gọi o = AC n BD . Trong mp (SAC), có 
I = SO n AM 

17 e AM 

khi đó Ị/eSữc (SBD) 

=> I = AM n(SBD) 

Chứng minh IA = 2IM: 

Trong tam giác SAC\ AM\ sơ là trung tuyến và 
I = SO n AM 

=> I là trọng tâm của tam giác sAC => IA = 
2IM. 

b) Tìm giao điểm F của SD với (ABM) 

Trong (SBD), gọi F = SD n BI, 

ÍFe SD 

khi đó: I Fe BI c (ABM) 

=> F = SD n (ABM) 

Chứng minh F là trung điểm của SD: ỉ là trọng 
tâm tam giác SAC => SI = 2 10 


Trong tam giác SBD có: so là trung tuyến và 
SI = 2 10 suy ra I là trọng tâm của tam giác 
SBD. 

Từ đó suy ra: F là trung điếm của SD 

c) Tìm giao điểm của MN với ( SBD): 
Gọi K = MN n BI /Trong c ABM )), khi đó 
[Ke MN 

ị __ _ _ => K = MN n (SBD) 

[Ke BI <z(SBD) 


s 



BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 

Bài 1. Cho hình chóp S.ABCD có AB và CD không song song. Gọi M là một điếm thuộc miền trong của 
tam giác SCD. 

a) Tìm giao điêm N của đường thăng CD và mặt phăng ( SBM) 

b) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng ( SBM) và (SAC) 

c) Tìm giao điểm I của đường thẳng BM và mp(SAC) 

d) Tìm giao điếm p của sc và mp (ABM), từ đó suy ra giao tuyến của hai mặt phang (SCO) và ( ABM) 
Bài 2. Cho hình chóp S.ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm các cạnh SA, SD và G là trọng tâm của 
tam giác SCD. Tìm giao điểm của: 

a) MG và mp (ABCD) b) BN và mp(SAƠ) 

Bài 3. Cho hình chóp S.ABCD. Gọi M là một điểm nằm trong tam giác SCO. 

a) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng ( SBM) và (SAC) 

b) Tìm giao điểm của đường thẳng BM và mp(SAC) 

c) Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mặt phang ( ABM) 

Bài 4. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang ABCD (AB II CD, AB > CD ). Gọi 
I, J theo thứ tự là trung điếm của các cạnh SB và sc. 

a) Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng ( SAD ) và (SBC), ( SAC ) và ( SBD ) 

b) Tìm giao điểm của đường thẳng SD với mp(A/7) 

c) Xác định thiết diện của hình chóp S.ABCD cắt bởi mp(A/7) 

Bài 5. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Gọi M là điểm giữa s và A; N là điểm 
năm giữa s và B\ giao diêm của hai đường thăng AC và BD là o. 

a) Tìm giao điểm của mặt phẳng ( CMN) với đưòng thẳng so 

b) Xác định giao tuyến của hai mặt phang ( SAD ) và ( CMN) 

c) Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mặt phang ( CMN ). 

Bài 6. Cho hình thang ABCD và ABEF có chung đáy lớn AB và không cùng nằm trong một mặt phang 

a) Tìm giao tuyến của các mặt phẳng sau: ( AEC) và ( BFD) ; ( BCE ) và (ADF) 

b) Lấy M là một điếm thuộc đoạn DF. Tìm giao tuyến của đường thắng AM với mp (BCE) 

Bài 7. Cho hình chóp S.ABCD đáy ABCD là hình bình hành. Trên đoạn SA lấy điểm M sao cho 2 SM = 
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MA, trên đoạn SB lấy điểm N sao cho 2 SN = NB. 

a) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng ( SAC ) và ( SBD ); (SAD ) và (SBC) 

b) Chứng minh rẳng: MNII CD 

c) Điểm p nằm trên cạnh sc không trùng với s, c. Tìm giao tuyến hai mp (MNP) và ( SCD) 

Bài 8. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. 

a) Hãy xác định giao tuyến của các mặt phẳng ( SAB ) và ( SCD ); (SBC) và (SAD) 

b) M là điếm thuộc cạnh sc, tìm thiết diện của hình chóp với mp (ABM). Thiết diện là hình gì? 

Bài 9. Cho hình chóp S.ABCD, có đáy ABCD là hình thang và AB là đáy lớn. Gọi M, N theo thứ tự là 
trung điểm của các cạnh SB và SC. 

a) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (SAD) và (SBC) 

b) Tìm giao điểm của đuờng thắng SD với mặt phang (AMN) 

c) Tìm thiết diện của hình chóp S.ABCD cắt bởi mặt phang (AMN). 

Bài 10. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Gọi o là giao điểm hai đuờng chéo. Gọi 
M, N, p, theo thứ tự là trung điểm các đoạn thẳng SA, BC, CD. 

a) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (SAC) và (SBD). 

b) Tìm giao điểm của đuờng thẳng so với mp (MNP). 

c) Tìm thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mp(MNP). 

Bài 11. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Gọi M, N lần luợt là trung điểm của AB 
và CD. 

a) Chứng minh rằng MN song song với các mặt phang (SBC) và (SAD). 

b) Gọi p là trung điểm của SA. Chứng minh rằng SB và sc đều song song với mp (MNP) 

Bài 12. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang, đáy lớn AD và AD = 2 BC. Gọi o là giao 
điểm của AC và BD, G là trọng tâm của tam giác SCD. 
a) Chứng minh rằng ỌGII (SBC) 

c) Cho M là trung điểm của SD. Chứng minh rằng CMII (SAB) 


d) Giả sử I nằm trên đoạn SC sao cho SC = — SI. Chứng minh rằng SA II (.BỈD ). 


Bài 13. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang (ADIIBC, AD > BC). Gọi M, N, E lần luợt là trung 

điểm của AB, CD, SA. 

a) Chứng minh rằng: (MEN) II (SBC) 


b) Trong tam giác SAD vẽ EEIIAD (fe SD ). Chứng minh rằng F là giao điểm của mặt phẳng (MNE) 

với SD. Từ đó suy ra thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mp(MNE) là hình gì? 

Bài 14. Cho tứ diện ABCD. Gọi Gi, Ơ 2 , Ơ 3 lần luợt là trọng tâm của các tam giác ABC, ACD, ABD. 
Chứng minh mặt phẳng (G 1 G 2 Ơ 3 ) song song với mặt phẳng (BCD). 

Bài 15. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành ABCD, o là giao điểm của AC và BD , M là 
trung điếm của SA. Tìm thiết diện của mặt phắng (a) với hình chóp S.ABCD nếu (a) qua M và đồng 


thời song song với sc và AD. 

Bài 16. Cho tứ diện ABCD. Trên AB lấy điểm M. Cho ( a ) là mặt phang qua M, song song với hai đuờng 
thẳng AC và BD. 

a) Tìm giao tuyến của ( a ) với các mặt của tứ diện 

b) Thiết diện của tứ diện cắt bởi mặt phang (a) là hình gì? 

Bài 17. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là một tứ giác lồi. Gọi o là giao điểm của hai đuờng chéo 
AC và BD. Xác định thiết diện của hình chóp cắt bởi mặt phang (a) đi qua o, song song với AB và sc. 
Thiết diện đó là hình gì? 

Bài 18. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi 
mặt phăng đi qua trung diêm M của cạnh AB, song song với BD và SA. 

Bài 19. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Gọi o là giao điểm của AC và BD. Gọi 
M, N, p, theo thứ tự là trung điểm các đoạn thẳng SA, BC, CD. 

a) Thn giao tuyến của mp(X4C) và mọ(MNP). Từ đó suy ra giao điểm của đuờng thắng so với 

mp (MNP)- 
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b) Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mặt phắng qua M đồng thời song song với AB và 

sc. 

Bài 20. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Gọi o là giao điểm của AC và BD. Gọi 
M, N, p, theo thứ tự là trung điểm các đoạn thẳng SA, BC, CD. 

a) Tìm giao điếm của đường thắng so với mp (MNP). 

b) Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mặt phẳng (p) qua M đồng thời song song với AB và sc. 
Thiết diện là hình gì? 

Bài 21. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành tâm o. Gọi M, N lần lượt là trung điểm 
SA, CD. 

a) Chứng minh rằng ( OMN) II (SBC) 

b) Xác định thiết diện của hình chóp với mặt phang ( OMN) 

Bài 22. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành tâm o. Gọi I, J lần lượt là trung điểm SB, 
CD. 

a) Chứng minh rằng: IJ l/(SAD ) 

b) Gọi (or) là mặt phẳng qua 10 và song song với sc. Xác định thiết diện của hình chóp S.ABCD khi cắt 
bởi mp(ar). 

Bài 23. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành tâm o. Gọi p, Q lần lượt là trung điểm 

SC, AB. 

a) Chứng minh rằng ( OPQ ) // ( SAD ) 

b) Xác định thiết diện của hình chóp với mặt phang ( OPQ ) 

Bài 24. Cho hình chóp S.ABCD cố đáy ABCD là hình bình hành tâm o. Gọi M, N lần lượt là trung điểm 

SD, BC. 

a) Chứng minh rằng: MN ll(SAB) 

Gọi (ơ) là mặt phẳng qua MO và song song với SA. Xác định thiết diện của hình chóp S.ABCD khi cắt 
bởi mp(ỡr). 

Bài 25. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang (AB là đáy lớn). Gọi M, N lần lượt là trung 
điểm của SB và sc. 

a) Tìm giao điểm của đường thẳng AN với mặt phang ( SBD ). 

b) Gọi (a) là mặt phang qua MN và song song với CD. Xác định thiết diện của hình chóp cắt bởi mặt 
phẳng ( a ). 

Bài 26. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Lấy một điểm M trên cạnh SA nhưng 
không trùng với s và A. 

a) Tìm giao điếm của đường thẳng CM với mặt phang ( SBD ). 

b) Gọi (a) là mặt phang qua M và đồng thời song song với AB, sc. Xác định thiết diện của hình chóp cắt 
bởi mặt phang ( a ). 

Bài 27. Cho hình chóp S.ABCD , đáy ABCD hình bình hành tâm o. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của 
sc và OB. Tìm giao điểm của SD với mặt phẳng (AMN). 

Bài 28. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là một tứ giác lồi. Gọi o là giao điểm của hai đường chéo 
AC và BD; M là trung điểm của SD. Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mặt phẳng (a) qua M, 
song song với so và BC. 

Bài 29. Cho hình chóp S.ABCD, đả y ABCD là hình thang với AB là đáy lớn. Gọi M, N lần lượt là trung 
điểm của SA và SD. Tìm giao điểm của sc với mặt phẳng (BMN). 

Bài 30. Cho hình chóp S.ABCD , đáy ABCD là hình bình hành. Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt 
bởi mặt phẳng (ữ') qua trung điểm M của CD , song song với AC và SD. 

Bài 31. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là một tứ giác lồi. Gọi o là giao điếm của hai đường chéo AC và 
BD, M là trung diêm của cạnh SA. 

a) Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mặt phang (P) qua M, song song với so và BC. 


HÌNH HỌC 11 


81 


Chương II. Quan hệ song song 






Toán 11 - http://www.toanmath.com/ 


GV. Lư Sĩ Pháp 


b) Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mặt phắng (Q) qua o, song song với BM và SD 
Bài 32. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang (AD // BC). Gọi M, N, G lần lượt là trung 
diêm của AB, CD và trọng tâm tam giác SAD. 

a) Xác định giao tuyến của mặt phang (SAB) và mặt phẳng (SCD) 

b) Xác định thiết diện của hình chóp với mặt phang (MNG) 

c) Gọi o là giao điểm của AC và BD. Giả sử đường thẳng so cắt mặt phang (MNG) tại E. Hãy xác 
định điểm E. 

Bài 33 . Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a, cạnh bên bàng b. Gọi M, N lần lượt là 
trung diêm của AB và BC. Tính diện tích thiêt diện của hình chóp với mặt phăng đi qua M, N và song 
song với SB. 

Bài 34. CHo hình hộp ABCD.A'B'C'D'. Vẽ thiết diện của hình hộp tạo bởi mặt phẳng đi qua trung điểm 
M, N của các cạnh AB, AD và tâm o của hình bình hành CDDC. 

Bài 35 . Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' và các trung điểm E, F của các cạnh AB, DD'. Hãy xác 
định các thiết diện của hình lập phưoưg cắt bởi các mặt phẳng (EFB), (EFC), (EFC') và (EFK) với K là 
trung diêm của cạnh B'C'. 

Bài 36 . Cho tứ diện đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a, cạnh bên bằng b. Gọi M, N lần lượt là trung điếm 
của AB và BC. Tính diện tích thiết diện của hình chóp với mặt phang (P) đi qua M, N và song song với 
SB. 

Bài 37. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang (AD//BC, AD > BC). Gọi M, N, E lần lượt là trung 
điểm của AB, CD, SA. 

a) Chứng minh rằng: (MEN) // (SBC) 

b) Trong tam giác SAD vẽ EF // AD (fe SD ). Chứng minh rằng F là giao điểm của mặt phẳng 
(MNE) với SD. Từ đó suy ra thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mp(MNE) là hình gì? 
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CHƯƠNG II 

ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG TRONG KHÔNG GIAN 

QUAN HỆ SONG SONG 

PHÀN TRẮC NGHIỆM 


Câu 1: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Gọi M,N,P theo thứ tự là trung điểm 
các đoạn thăng SA,BC,CD . Gọi o là giao điêm của hai đường chéo của hình bình hành ABCD (như hình 
vẽ). Xác định giao điểm I của đường thẳng so với mặt phẳng (MNP): 


s 



A. I = SO n NP 

B. I = SO n MH 
c. I = SO n MP 
D. I = SO n MN 


Câu 2: Cho tứ diện ABCD . Gọi M,N lần lượt là trung điểm các cạnh AD và BC\ G là trọng tâm của tam 
giác BCD . Khi ấy, giao điểm của đường thẳng MG và mặt phẳng (ABC'j là: 

A. Giao điểm của MG và đường thẳng BC 

B. Điểm N 
c. Điểm C 

D. Giao điểm của đường thẳng MG và đường thẳng AN 

Câu 3: Tìm mệnh đề Đúng trong các mệnh đề sau đây: 

A. Neu hai đường thẳng song song với nhau lần lượt nằm trong hai mặt phang phân biệt (a) và í /3) thì 
( a) và (/?) song song với nhau 

B. Qua một điếm nằm ngoài mặt phang cho trước ta vẽ được một và chỉ một đưòưg thẳng song song 
với mặt phang cho trước. 

c. Neu hai mặt phẳng (a) và (/?) song song với nhau thì mọi đường thắng nằm trong (a) đều song 
song với mọi đường thẳng nằm trong mặt phang (/?) 

D. Neu hai mặt phắng (a) và (/?) song song với nhau thì mọi đường thắng nằm trong (a) đều song 
song với (/?) 

Câu 4: Cho hình chóp S.ABCD , có đáy ABCD là hình bình hành. Giả sử M thuộc đoạn thẳng SB . Mặt 
phẳng (. ADM) cắt hình chóp S.ABCD theo một thiết diện là hình gì? 

A. Hình chữ nhật B. Hình bình hành c. Tam giác D. Hình thang 

Câu 5: Tìm mệnh đề Đúng trong các mệnh đề sau đây: 

A. Hai đường thắng phân biệt cùng nằm trong một mặt phang thì không chéo nhau 

B. Hai đường thắng phân biệt không cắt nhau thì chéo nhau 
c. Hai đường thẳng phân biệt không song song thì chéo nhau 

D. Hai đường thắng phân biệt lần lượt thuộc hai mặt phang khác nhau thì chéo nhau 

Câu 6: Cho tam giác ABC , lấy điếm I trên cạnh AC kéo dài. Các mệnh đề nào sau đây là mệnh đề Sai ? 

A. BI <x (ABC) B. I € (ABC) c (ABC) = (BIC) D. Ae (ABC) 

Câu 7: Cho hai đường thắng phân biệt avầb trong không gian. Có bao nhiêu vị trí tương đối giữa a và b 
cùng chứa trong một mặt phăng là: 

A. 2 B. 1 c. 4 D. 3 
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Câu 8: Cho tứ diện SABC có E,TTần lượt là trung điểm của SB , AB . Lấy G là một điểm trên đoạn thẳng 
AC sao cho G không trùng với trung điểm AC . Gọi I là giao điếm của GF và mặt phang (SBC). Thiết 
diện của tứ diện khi cắt bởi mặt phang ( EFG ) là: 


5 



A. Hình bình hành 

B. Hình thang 
c. Tam giác 
D. Hình thoi 


Câu 9: Khẳng định nào sau đây là khẳng định Sai ? 

A. Neu hai mặt phẳng phân biệt cùng song song với một đường thẳng thì giao tuyến của chúng (nếu 
có) cũng song song với đường thẳng đó. 

B. Neu mặt phang (a)chứa hai đường thắng cắt nhau a,b và «,z?cùng song song với mặt phang 
(P) thì (a) song song với (P). 

c. Qua một điểm nằm ngoài mặt phang cho trước có nhiều hơn một mặt phang song song với mặt 
phẳng đã cho. 

D. Neu đưòưg thắng d không nằm trong mặt phang (a) và d song song với đường d' nằm trong (a) 
thì d song song với (a). 

Câu 10: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Gọi I, J lần lượt là trung điếm củaA5 và 
CB . Khi ấy, giao tuyến của hai mặt phẳng (SAi?) và (SCD ) là đường thẳng song song với: 

A. Đưòưg thẳng AD B. Đưòưg thẳng IJ c. Đường thẳng BI D. Đường thẳng BJ 

Câu 11: Cho hai hình bình hành ABCDva ABEF nằm trong hai mặt phang phân biệt. Ket quả nào sau 
đây là Đúng ? 

A . (abd)//(efc) B .ec//(abf) c .ad//(bef) D . (afd)/ /(bec) 

Câu 12: Trong các hình sau đây, hình nào biểu diễn cho hình lập phương ? 


c) 

Ả. Hình a) B. Hình a) và c) c. Hình b) D. Hình c) và b) 

Câu 13: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào Đúng ? 

A. Hình chiếu song song của hai đường thẳng chéo nhau có thể cắt nhau, trùng nhau, song song với 
nhau 

B. Hình chiếu song song của hai đường thắng chéo nhau thì cắt nhau 

c. Hình chiếu song song song của hai đưòưg thắng chéo nhau có thể trùng nhau 
D. Hình chiếu song song của hai đường thẳng chéo nhau có thể song song với nhau 

Câu 14: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào Đúng ? 

A. Neu hai mặt phang song song thì mỗi đường thắng nằm trên mặt phang này đều song song với mọi 
đường thắng nằm trong mặt kia 

B. Một đường thẳng cắt một trong hai đường thắng song song thì cắt đường thẳng còn lại 

c. Neu hai mặt phang song song thì mọi đường thẳng nằm trên mặt phang này đều song song với mặt 
phẳng kia 

D. Hai mặt phang phân biệt cùng song song với một đường thắng thì song song với nhau 
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Câu 15: Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A 1 B'c'. Gọi I, J lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABC và 
A B C 1 . Thiết diện tạo bởi mặt phang (AIJ) với lăng trụ đã cho là: 

A. Hình bình hành 

B. Hình thang 
c. Tam giác cân 
D. Tam giác vuông 

B 

Câu 16: Cho tứ diện ABCD . Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và AC , E là điểm trên cạnh CD với 
ED = 3 EC. Thiết diện tạo bởi mặt phẳng ( MNE ) và tứ diện ABCD là: 

A. Hình bình hành MNEF với F là điểm trên cạnh Bí) mà EF // BC 

B. Hình thang MNEF với F là điểm trên cạnh BD mà EF // BC 
c. Tam giác MNE 

D. Tứ giác MNEF với F là điểm bất kì trên BD 


Câu 17: Cho hình chóp S.ABCD với đáy là tứ giác ABCD . Thiết diện của mặt phang (a) tùy ý với hình 
chóp không thê là: 

A. Tứ giác B. Ngũ giác c. Tam giác D. Lục giác 

Câu 18: Neu ba đường thẳng không cùng nằm trong một mặt phang và đôi một cắt nhau thì ba đường 
thẳng đó: 

A. Cùng song song với một mặt phang B. Trùng nhau 

c. Tạo thành một tam giác D. Đồng quy 

Câu 19: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là một hình bình hành. Gọi A' ,B j ,c' ,D' lần lượt là trung điểm 
của các cạnh SA, SB, sc vầSD . Tìm mệnh đề Đúng trong các mệnh đề sau ? 

A. A'c' II BD B. A c' II (SBD) 

c. A‘B' II (SAD) D. [a!ƠD') II (ABC) 

Câu 20: Cho tứ diện SABC có E, /Gần lượt là trung điểm của SB, AB . Lấy G là một điểm trên đoạn 
thẳng AC sao cho G không trùng với trung điểm AC . Gọi I là giao điểm của GF và mặt phang (SBC). 
Khi đó điểm / thuộc : 


A 





s 



Ả. BC 
B. AB 
c. SA 

D. AC 
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Câu 21: Cho tứ diện ABCD. Gọi M,N lần lượt là trung điểm các cạnh AB và AC . Xét vị trí tương đối của 
đường thẳng MN và mp (BCD) là: 

A. MN nằm trong (BCD ) B. MN không song song ( BCD ) 

c. MN // c BCD ) D. MN cắt (. BCD ) 

Câu 22: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào Sai ? 

A. Hai đường thắng phân biệt cùng song song với một mặt phang thì song song với nhau 

B. Neu một đưòưg thẳng cắt một trong hai mặt phang song song thì cắt mặt phang còn lại 
c. Hai mặt phang phân biệt cùng song song với một mặt phang thì song song với nhau 

D. Neu hai mặt phang song song thì mọi đường thắng nằm trên mặt phang này đều song song với mặt 
phẳng kia 

Câu 23: Cho hai đường thắng a và b song song với mặt phang ( a ). Mệnh đề nào Đúng trong các mệnh 
đề sau ? 

A. ayầb trùng nhau B. a và b có thể cắt nhau 

c. avầb chéo nhau D. a và b song song với nhau 

Câu 24: Cho hai đường thắng avầb chéo nhau. Có bao nhiêu mặt phẳng chứa a và song song với bl 
A. Không có mặt phăng nào B. Ba mặt phăng 

c. Một mặt phăng D. Hai mặt phăng 

Câu 25: Trong các mệnh đề sau đây, tìm mệnh đề Đúng 

A. Nếu al lb và aa (oc ),b c (P) thì (a) / /(P) B. Nếu (a) / /(P) và í/c(a),/)c(P) thì al lb 

c. Nếu (a)//(P) và ồ//(P) thì cil lb D. Nếu (a)//(P) và <7 <z (a) thì a//(P) 

Câu 26: Chọn phương án Đúng. Neu đường thẳng a song song với mặt phẳng (a) thì 

A. có mọi đường thắng b không chứa trong (a) song song với a 

B. có duy nhất mặt phẳng (P) chứa a và song song với (a) 
c. đường thẳng a chứa trong mặt phẳng (a) 

D. có duy nhất mặt phẳng (P) chứa b và b song song với (oc) 

Câu 27: Cho tứ diện ABCD có các cạnh đều bằng a . Gọi ơ, và ơ 2 lần lượt là trọng tâm các tam giác 
BCD vầACD thì đoạn G ị G 2 bằng bao nhiêu? 

A. Ĩĩ- c.ị D.ĩệ 

3 4 3 2 

Câu 28: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào Đúng ? 

A. Hai mặt phang phân biệt cùng song song với một mặt phang thì song song với nhau 

B. Hai mặt phang phân biệt cùng song song với một đường thẳng thì song song với nhau 

c. Neu hai mặt phang phân biệt lần lượt đi qua hai đường thắng song song thì song song với nhau 
D. Hai đường thẳng phân biệt cùng song song với một mặt phang thì song song với nhau 

Câu 29: Có bao nhiêu cách xác định một mặt phang ? 

A. 1 B. 3 c. 2 D. 4 

Câu 30: Tìm mệnh đề Sai trong các mệnh đề sau đây: 

A. Neu hai mặt phang phân biệt cùng song song với mặt phang thứ ba thì chúng song song với nhau 

B. Neu một đường thắng cắt một trong hai mặt phang song song với nhau thì sẽ cắt mặt phang còn lại 
c. Neu hai đường thẳng phân biệt cùng song song với một mặt phang thì song song với nhau 

D. Neu hai mặt phang có một điểm chung thì chúng còn có vô số điểm chung khác nữa. 

Câu 31: Cho tứ diện ABCD có các cạnh đều bằng a . Lấy điểm M trên AB với AM = ^ . Diện tích của 

thiết diện của hình tứ diện khi cắt bởi mặt phang qua M và song song với mp(BCD) là : 

a 2 \Ỉ3 ả'4?) „ a 2 \l 3 a 2 \l 3 

A. - ’ B. ——— c. -' D. —— 

12 24 18 36 
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Câu 32: Cho hình chóp S.ABCD . Gọi AC nBD = I;AB nCD = J;AD nBC = K . Đẳng thức nào Sai 
trong các đẳng thức sau đây? 

A. ( SAC ) n (SBD) = SI B. ( SAC ) n (SAD) = AB 

c. ( SAB ) n (SCD) = SJ D. (SAD) n (SBC) = SK 

Câu 33: Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N,P,Q,R,S lần lượt là trung điểm các cạnh 
AC, BD, AB, CD, AD, BC . Bốn điểm nào sau đây không đồng phẳng ? 

A. M, p, R, s B. M, R, s, N c. p, Q, R, s D. M, N, p, Q 

Câu 34: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào Sai ? 

A. Một mặt phang cắt một trong hai đường thẳng song song thì cắt đường thắng còn lại 

B. Hai đường thắng chéo nhau thì không cùng thuộc một mặt phang 
c. Hai đường thẳng không song song thì chéo nhau 

D. Hai mặt phang phân biệt không song song thì cắt nhau 

Câu 35: Cho hai đường thẳng phân biệt cùng nằm trong một mặt phang. Có bao nhiêu vị trí tưong đối 
giữa hai đường thắng đó ? 

A. 3 B. 2 c. 2 D. 4 

Câu 36: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào Sai ? 

A. Hình chiếu song song của hai đường thẳng cắt nhau có thế trùng nhau 

B. Một đường thẳng luôn cắt hình chiếu song song của nó 

c. Hình chiếu song song của hai đường thẳng cắt nhau có thể cắt nhau 

D. Một đường thắng có thế song song hoặc trùng với hình chiếu song song của nó 

Câu 37: Trong không gian,cho hai mặt phắng ( a) và (P) . Có bao nhiêu vị trí tưong đối giữa ( a) vầ(P) ? 

A. 3 B. 4 c. 2 D. 1 

Câu 38: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang và BA là đáy lớn. Gọi M, N theo thứ tự là 
trung điểm của cạnh SB và sc . Thiết diện của hình chóp S.ABCD cắt bởi mặt phẳng ( AMN ) là: 


A. Hình chữ nhật 

B. Hình thanh 

c. Hình bình hành 


D. Tam giác 


Câu 39: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào Sai ? 

A. Hình hộp có các mặt đối diện bằng nhau 

B. Hình lăng trụ có tất cả các mặt bên bằng nhau 
c. Hình hộp là một hình lăng trụ 

D. Hình lăng trụ có các mặt bên là hình bình hành 
Câu 40: Ký hiệu nào sau đây sai 

A. Ag (P) B. Ae (P) c. d e (P) D . Ae d 

Câu 41: Các yếu tố nào sau đây xác định một mặt phang duy nhất ? 

A. Bốn điểm B. Ba điểm 

c. Một điểm và một đường thắng D. Hai đường thắng cắt nha 

Câu 42: Giữa đường thắng và mặt phang có bao nhiêu vị trí tưong đối ? 

A. 2 B. 4 c. 3 D. 1 

Câu 43: Cho hình chóp S.ABCD , có đáy ABCD là hình bình hành. Giao tuyến của hai mặt phang ( SAD) 
và (SBC) là đường thẳng song song với đường nào sau đây? 

Ả.sc B.AC C.AD D . BD 
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Câu 44: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang và BA là đáy lớn. Gọi M, N theo thứ tự là 
trung điểm của cạnh SB và sc . Giao tuyến của hai mặt phẳng ( SAD ) và (SBC) là: 

5 A. SE với E = AD n BC 



B. Đường thẳng A,(s€ A, A/ / AD ) 
c. SO với o - AC nBD 
D. Đường thẳng d,(s € d,cì / /ổc) 


Câu 45: Cho tứ diện ABCD có cạnh bằng a . Gọi G,G' lần lượt là trọng tâm của ABC và ABD . Diện 
tích s của thiết diện của hình tứ diện khi cắt bởi mặt phẳng ịBGG 1 Ị là: 


A. 5: 


! >íĩ 


B. s 


2 Vũ 

16 


c. 5: 


a 


dĩi 


D. s 


‘dĩĩ 


Câu 46: Cho hai đường thắng a và b. Điều kiện nào sau đây đủ để kết luận a và b chéo nhau 

A. a và b là hai cạnh của một tứ diện B. a và b không nằm trên bất kì mặt phang nào. 

c. a và b không có điểm chung D. a và b nằm trên hai mặt phang phân biệt 

Câu 47: Trong các hình sau đây, hình nào biểu diễn của một tứ diện ? 





Câu 48: Cho mặt phắng ( a ) và hai đường thắng song song a, b. Mệnh đề nào Đúng trong các mệnh đề 


sau ? 

A. Neu (a ) song song với a thì ( a ) song song với b hoặc chứa b 

B. Neu ( a ) cắt a thì ( a ) có thế song song với b 

c. Neu ( a ) không chứa a thì ( a ) có thể song song với b 
D. Neu ( a ) song song với a thì (a) cũng song song với b 


Câu 49: Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào Đúng ? 

A. Hai đường thẳng lần lượt nằm trên hai mặt phang phân biệt thì chéo nhau 

B. Hai đường thắng phân biệt không song song thì chéo nhau 
c. Hai đường thắng chéo nhau thì không có điếm chung 

D. Hai đường thắng không có điểm chung thì chéo nhau 

Câu 50: Cho tứ diện ABCD và ba điểm I, J, K lần lượt nằm trên các cạnh AB, AC, AD mà không 
trùng với các đỉnh. Thiết diện của tứ diện ABCD khi cắt bởi mp(£FG) là: 

A. Một tam giác B. Một tứ giác c. Một đoạn thắng D. Một ngũ giác 

Câu 51: Cho các giả thiết sau đây. Giả thiết nào kết luận đường thắng a song song với mặt phang (a) 

A. aỉ ỉb thì b//(a ) B. <7n(a) = 0 c. í7//(P)thì (P)//(oc) D. al Ib thì èc(a) 

Câu 52: Hãy chọn phương án Đúng điền vào chỗ trống 

“Neu ba mặt phang phân biệt đôi một cắt nhau theo ba giao tuyến phân biệt thì.” 

A. ba giao tuyến ấy đôi một song song với nhau 

B. ba giao tuyến ấy hoặc trùng nhau hoặc đôi một song song với nhau 
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c. ba giao tuyến ấy đồng quy và đôi một song song với nhau 

D. ba giao tuyến ấy hoặc đồng quy hoặc đôi một song song với nhau 

Câu 53: Cho tứ diện đều SABC có cạnh bằng a . Gọi I là trung điểm của AB, M là điểm di động trên 
đoạn AI. Qua M vẽ mặt phẳng (a) song song với (SCI). Thiết diện tạo bởi (a) và tứ diện là: 

A. Hình thoi B. Tam giác đều c. Tam giác cân tại M D. Hình bình hành 

Câu 54: Cho tứ diện ABCD và ba điểm P,Q,R lần lưọt lấy trên ba cạnh AB,CD,BC . Tìm giao điểm s 

của AD và mặt phẳng ( PQR ), biết PR song song với AC . 


A 



A. ADn(PQR) = S với QS//PR//AC 

B. ADn(PQR) = S với s = AD n PQ 
c. ADn(PQR) = S với S = ADnPR 
D. ADn(PQR) = s với PS//BD//RQ 


Câu 55: Cho tam giác ABC. Có thế xác định được bao nhiêu mặt phang chứa tất cả các đỉnh tam giác 
ABC ? 

A. 1 B. 3 c. 2 D. 4 

Câu 56: Cho tứ diện ABCD . Gọi I, J và K lần lượt là trung điểm của AC, BC vàBD . Giao tuyến của 

hai mặt phẳng (Ai?/)) và (lJK) là 

A A. IJ 

B. KI 

c. Đường thẳng qua K và song song với AB 

D. KD 



Câu 57: Cho tứ diện ABCD và ba điểm P,Q,R lần lưọt lấy trên ba cạnh AB,CD,BC . Tìm giao điểm s 
của AD và mặt phẳng ( PQR ), biết PR cắt AC tại I. 


A. ADn(PQR) = S với s = IQnAD 

B. ADn(PQR) = S với S = ACnIQ 
c. ADn(PQR) = S với s = AD n PQ 

D. ADn(PQR) = S với S = RQnAD 

Câu 58: Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng CI. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC . cắt tứ diện bởi mặt 
phẳng ( GCD ) thì diện tích s của thiết diện là: 
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Câu 59: Cho tứ diện đều SABC có cạnh bằng a . Gọi I là trung điểm của AB, M là điểm di động trên 
đoạn AI và AM = X . Qua M vẽ mặt phẳng (a) song song với (SCI). Thiết diện tạo bởi (a) và tứ diện là 
tam giác cân tại M. Chu vi của thiết diện là: 

A. 2 jc(i +Vã) B. jc(l + Vã) c. 3jc(i + V3) D. 2^(1 + 273) 

Câu 60: Cho hình chóp S.ABCD với đáy là tứ giác ABCD có các cạnh đối diện không song song. Giả 
sử AC n BD = I; AD n BC = o. Giao tuyến của hai mặt phẳng ( SAC ) và (SBD) là: 

A. SB B. SI c. SO D. sc 

Câu 61: Trong không gian cho bốn điếm không đồng phang, có thể xác định nhiều nhất bao nhiêu mặt 
phẳng phân biệt từ các điểm đó ? 

A. 6 B. 2 c. 3 D. 4 

Câu 62: Cho tứ diện ABCD . Điểm M thuộc đoạn AC . Mặt phẳng ( a ) qua M song song với AB và AD . 
Thiết diện của (a) với tứ diện ABCD là: 

A. Hình chữ nhật B. Hình vuông c. Hình tam giác D. Hình bình hành 
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